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 المخططات الحمقية مبرهنات التماثل لجداءدراسة في 
 
 

 *منتصر زحلان
 

 الممخص
مدى  بيّنو  ،لمجداءات  (Cartesian diagrams)الديكارتية ىذا البحث المخططاتدرس 

في تبسيط الإثباتات لبعض مبرىنات التماثل في جداء  أىمية المخططات الديكارتية
لنتمكن  (Yoneda lemma) . بدأ البحث بتوظيف توطئة(schemes) لحمقيةاالمخططات 

جداء المجموعات، سطة ابو داء المخططات الحمقية من إثبات بعض مبرىنات التماثل لج
المخططات  تعريف جداءبوذلك لأن تعريف جداء المجموعات أبسط بكثير مقارنة 

ة لممجموعات الديكارتيات تكافؤ بين المخطط( وجود 5–3لنتيجة )ا بيّنت الحمقية.
( كيفية استخدام 9–3) لمبرىنةا بيّنت، و والمخططات الديكارتية لممخططات الحمقية

( 9 – 3المبرىنة ) وظّفت .المخططات الديكارتية في إثبات تماثل بين مخططين حمقيين
YXYXXوجود التماثل بيّنت ( التي 1 –4في إثبات كل من  المبرىنة ) SSX  )( 

وجود  بيّنت( التي 2 – 4ولمبرىنة ) Sمخطط حمقي عمى  YوXكل من  اذ
XZZXYXZZYXالتماثلات  SSSYYS   Yو Xكل من اذ )()(

( في 2 – 4المبرىنة ) وظّفت، ثم Yمخطط حمقي عمى ZوSمخطط حمقي عمى ىو 
                                                           

 .سورية-جامعة دمشق-كمية العموم -الرياضيات قسم *
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)()(إثبات الخاصة التجميعية لجداء المخططات الحمقية  ZYXZYX SSSS  .
 وجود بيّنت( التي 5 – 4المبرىنة ) إثبات صحةفي ( 4 – 4لمبرىنة )ا وظّفت وأخيرا  
YXYXالتماثل TS  كل من  اذX وY  مخطط حمقي عمىS  وجود  افتراضمع
TSغمر :. 
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Study in Isomorphism Theorems of  

Schemes Product 

 

 
Montaser Zahlan

*
 

 
 

Abstract 

This research studies  the Cartesian diagrams of products, and we clarify 

by this research the  importance of  the Cartesian diagrams in simplifying 

proofs of some isomorphism theorems of schemes product. The research 

starts by employing the Yoneda Lemma to be able to prove some of 

isomorphism theorems of  schemes product by using product of sets, and 

that is because the definition of  the product of sets is more simpler in 

comparison with the definition of schemes product. The corollary (3-5) 

shows that there is an equivalence between the Cartesian diagrams of sets 

and the Cartesian diagrams of schemes, theorem (3 – 9) shows how to use 

the Cartesian diagrams in proving isomorphism between tow schemes. 

Theorem (4 – 9) was employed in proving  the theorem (4 – 1) - which 

shows the isomorphism  YXYXX SSX  )(  where each of X  and Y   

is S -scheme - and the theorem (4 – 2) which shows the isomorphisms 

XZZXYXZZYX SSSYYS  )()(  where each of X  and Y is 

S -scheme and Z  is Y -scheme  , theorem (4 – 2) was employed in 

proving the associative property of schemes product  

)()( ZYXZYX SSSS  . Theorem (4 – 4) shows that  if   is an 
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immersion then it can be canceled of the left in composing morphisms 

between schemes, which was employed in proving  the theorem (4 – 5) 

which shows  the isomorphism YXYX TS    where each of X  and 

Y   is S -scheme in addition to the assumption that there is an immersion 

TS : .  
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 [3] ,[1]: (Category)الفئة  ( تعريف1 – 1)

 تتألف من:Cالفئة 
 .C الفئة(Objects) عناصرىا تسمى أشياء Cob)( صف  (1)

,)(من أجل كل  (2) CobYX  وجد مجموعةت),( YXHomC
عناصرىا تسمى 

 . Yإلى  Xمن  (Morphisms)المورفيزمات 

,,)(من أجل كل  (3) CobZYX  يوجد تطبيق (map)   يسمى التركيب 
),(),(),( ZXHomZYHomYXHom CCC يرمز لو بـfggf ),( 

 بحيث يتحقق الشرطان الآتيان:
(a)  ( تجميعي.3في )التركيب المعرف 

(b)  من أجل كل)(CobX   يوجد),( XXHomid CX  بحيث يتحقق ما
 :يأتي

),(من أجل كل YXHomf C،),( XYHomg C  فإنfidfggid XX   , 
 [3] ,[1] :(Opposite Category)الفئة العكسية  ( تعريف2 – 1)

 بالشكل الآتي: Cلفئة  oppCتعرف الفئة العكسية 
 )()( CobCob opp   ،),(),( XYHomYXHom CCopp . 
 [3] ,[1]بين فئتين:  (Functor)الدالي  ( تعريف3 – 1)

 يتكون من: C`إلى الفئةCمن الفئة Fفئتين. الدالي  C`و Cلتكن 
:)()(`تطبيق:  (1) CobCobF  

,)(من أجل كل  (2) CobYX    نرمز لو بـ:  يوجد تطبيق، أيضا
))(),((),(: ` YFXFHomYXHomF CC   يأتيبحيث يتحقق ما: 
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)()( XFX ididF  ،)()()( gFfFgfF   
 من تقديم التعاريف و المبرىنات الآتية: لا بدّ  (scheme)لتعريف المخطط الحمقي

 (حمقات تبديميةجميعيا الحمقات التي نتعامل معيا  يأتي: فيما )ملاحظة: 
 [5] ,[4]الحمقات:  (Sheaf)حزمة  ( تعريف4 – 1)

 ىي الزوج من المجموعات:Xعمى فضاء طبولوجي Oالحزمة من الحمقات
}),,;{,};)(({ , UVVUrUUOO UV   
حمقة، UO)(، كمّياXالمفتوحة من  الجزئية ىي جماعة المجموعات إن  ذإ)

UVr UVrوتسمى VO)(إلى  UO)(تشاكل حمقي من  , بتشاكلات الإسقاط( بحيث  ,
 : يأتييتحقق ما 

(1) }0{)( O. 

(2) )()(:, UOUOr UU  .التشاكل الحمقي المطابق 

(3) UVVWUW rrr ,,,   من أجل كلWVU UVWإن  اذ ,, . 

};{لتكن  (4) JjU j  تغطية مفتوحة لمجموعة مفتوحةU ،)(UO فإنو .
 :يأتييتحقق ما 

,)(0إذا كان  UU j
r  من أجل كلJj  0فإن. 

};{لتكن  (5) JjU j  تغطية مفتوحة لمجموعة مفتوحةU وليكن ،)( jj UO 
)()(بحيث يكون  Jjمعطى من أجل كل  ,, jUUUiUUU jjiiji

rr     من أجل

Jjiكل  , عندئذ: يوجد .)(UO  :بحيث يكونjUU j
r  )(,. 
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  [5] ,[4]بين حزمتي حمقات: (morphism)المورفيزم  ( تعريف5 – 1)
:`المورفيزم  Xحزمتي حمقات عمى فضاء طبولوجي  O ،`Oلتكن  OO 

}:)()`;({يعرف بأنو جماعة من التشاكلات الحمقية   UUOUOU بحيث
 : يأتييتحقق ما 

))(())(( ,,  UVVUUV rs   من أجل كل)(UO إن اذUVs ىي  ,
  .O`تشاكلات الإسقاط لمحزمة 

:`ليكن: ( تعريف6 – 1) OO و````: OO بين حزم  مورفيزمين
مورفيزم بين  بأنو `و تركيب المورفيزمين  . نعرفXحمقات عمى فضاء طبولوجي 

نرمز لو بالرمز  O``و Oحزمتي الحمقات ̀  وىو يتكون من جماعة التشاكلات
}`:)()``(;{الحمقية   UUOUOUU   . 

ذا كان OOوا  `` وتحقق الشرطان
UUU id ` و`` UUU id ، اذUid 
تماثل و إن  `و من  نقول إن كلا   ،UO)(التشاكل الحمقي المطابق عمى الحمقة 

O و`O و نرمز لذلك بـ  ،متماثمتانOO ̀. [5] 
 [7] ,[6]: (inductive limit)النهاية الاستنتاجية  ( تعريف7 – 1)

Ijiجل كل أمن  الشرط الآتي: بحيث تحقق مجموعة مرتبة جزئيا   Iلتكن  ,  يوجد
Ik  بحيثkjki  IiiMلتكن و . , }{  أسرة من المقاسات عمى حمقةA 

jiijوليكن  MM :   عمى الحمقة  مقاسيا   تشاكلاA  :بحيث يتحقق الشرطان 
(1) iiii MM :  ىو التشاكل المقاسي المطابق من أجل كلIi. 

(2) ijjkik    من أجل كلkji . 
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}){,}{(إن : نقول في ىذه الحالة  jiijIiiM     تشكل نسقا استنتاجيا (inductive 

system) . 
}){,}{(النياية الاستنتاجية لمنسق الاستنتاجي  jiijIiiM   ىي الزوج)}:{,( Iiii MMM  

وجماعة من التشاكلات المقاسية  Aعمى الحمقة  Mالذي يتكون من مقاس 

Iiii MM  }:{ يأتيبحيث يتحقق ما :ijji   من أجل كلji  
ذا وجد مقاس  وجماعة من التشاكلات المقاسية  Aعمى الحمقة  Nوا 

Iiii NM  }:{  تحقق الشرطijji   من أجل كلji  فإنو  ،
NMيوجد تشاكل مقاسي وحيد   :  بحيث يكونii    من أجل كل

Ii ونرمز لمنياية الاستنتاجية ،)}{,}({ jiijIiiM   بالرمز
i

Ii

M




lim. 

، عندئذ تكون Xحزمة حمقات عمى فضاء طبولوجي Oلتكن مبرهنة: ( 8 – 1)
)(lim

,

UO

UUP 


 

 لمنياية الاستنتاجية سوف نرمز  [5]حمقة.
)(lim

,

UO

UUP 


بالرمز 
PXO ,

أو بالرمز 
PO  إذا لم

ذا كانت Xيكن ىناك التباس بالنسبة لمفضاء الطبولوجي PU، وا  OUO )(:  ىي
التشاكلات المقاسية المتعمقة بالنياية الاستنتاجية

PO  حيثU سوف نرمز لقاعدة ،
pUربط ىذه التشاكلات بـ   )( حيث ،)(UO. 

 [5] مبرهنة:( 9 – 1)

:`ليكن  OO  مورفيزم بين حزمتي حمقات عمى فضاء طبولوجيXيتحقق  . عندئذ
        ما يمي: 
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pppيوجد تشاكل حمقي ( 1) OO `:   من أجل كلXp بحيث يكون ،
 المخطط الآتي تبديميا 

PP

VV

UVUV

OO

VOVO

sr

UOUO

p

V

U



















`

)`()(

)`()(

,,

 

VUمن أجل كل  UVو , حيث ،V، V̀ ىي التشاكلات المقاسية
  عمى الترتيب. `pOو  pOالمتعمقة بالنيايتين الاستنتاجيتين  

))(()(فإن  UO)(( إذا كانت2) ppPU   . 
pp فإن VO)(و UO)(( بفرض 3)    إذا وفقط إذا وجد جوار

VUW  لمنقطةp  بحيث )()( ,,  VWUW rr . 
,)(بفرض  ( نتيجة:11 – 1) UO  وتحققت المساواة

pp    من أجل كل
Up  فإن . 

البرىان: لدينا 
pp   وبالتالي يوجد جوارUW  لمنقطةp بحيث

)()( ,,  UWUW rr  ( 11 – 1وذلك حسب المبرىنة ،)0 أن أي)(, UWr 
تشكل تغطية مفتوحة  Wالجوارات  بالوقت نفسوو ، Upوذلك من أجل كل 
( من 4و ذلك حسب الشرط ) 0. مما سبق نستنتج أن Uلممجموعة المفتوحة 

تعريف حزمة الحمقات، أي أن   . 
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بأنيا  aV)(، نعرف المجموعة Aمن حمقة  مثاليا   aليكن  :( تعريف11 – 1) 
 .aوالتي تحوي  Aمجموعة المثاليات الأولية في 

 .Aفي الحمقة كمّيا إلى مجموعة المثاليات الأولية  SpecAسوف نرمز بـ 
)()(ليكن مبرهنة: ( 11 – 1) aVSpecAaD  إن  اذa  مثالي في الحمقةA .

});({عندئذ الجماعة  AaaD    عمى تشكل طبولوجياSpecA .[4], [5], [6] 
، و SpecAعمى  (Zarisky) في المبرىنة السابقة  بطبولوجيا زاريسكي تسمى 

لنعني بو الفضاء الطبولوجي SpecAللاختصار سوف نذكر الفضاء الطبولوجي 
),( SpecA. 
 SpecA: [4]( إنشاء حزمة حمقات عمى 13 – 1)

من  Pلمثالي الأولي الى ابالنسبة  (local ring)إلى الحمقة الموضعية  PAلنرمز بـ 
ىي جماعة  SpecA ،مجموعة جزئية مفتوحة من  U، و لتكن Aالحمقة 

SpecAXمنكمّياالمجموعات الجزئية المفتوحة    لنرمز بـ)(UO  لمجموعة التوابع
من الشكل: 

UP

PAUs


:   

إن ذإ)


UP

PA


( بحيث PAلممجموعات (disjoint union)ىو الاجتماع المنفصل  

PAPs )(  من أجل كلUP  من أجل كل ، وأيضاUP  يوجد جوار مفتوح
UV   لمنقطةP وعنصرانAfa ,  من أجل كل يأتيبحيث يتحقق ما :
Vq  يكونqf  و

f

a
qs )(  فيqA لنعرف .)()(:, VOUOr UV  

VUVبالشكل الآتي  ssr |)(,   مقصور(s  عمىV أي )
VP

PV AVs


:| وسوف ،
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UVrتشكل حمقة وأن  UO)(نرى أن     عبارة عن تشاكلات حمقية من خلال المبرىنة ,
 ( الآتية. 14 – 1)
}))(;{,};,,({إن  مبرهنة:( 14 – 1) , UVUVrUUOO UV   تشكل

UVrو UO)(إن اذ SpecAحزمة حمقات عمى  عمى الترتيب الحمقات وتشاكلات ىي,
PPX(، و إن13 – 1لفقرة )ا المعرفة في الاسقاط AO ,أي إنPXO حمقة موضعية ,

ن مثالييا الأعظمي ى PPووا  APm ..  
[4] 

),(الثنائية ىسمت: ( تعريف15 – 1) OSpecA  المكونة من الفضاء الطبولوجي 
SpecA وحزمة الحمقاتO( بالمخطط الحمقي التآلفي 13 – 1المعرفة في الفقرة )

(Affine Scheme)  ولمتمييز يمكن أن نستخدم الرمز(SpecAO   من  بدلاO .)[4], [5], [6] 
),(ىو ثنائية  (ringed space)الفضاء الحمقي : ( تعريف16 – 1) XOX  تتكون من

وحزمة حمقات  Xفضاء طبولوجي 
XO  عمىXذا كانت PXO. وا  حمقة موضعية من  ,

),(إن : سوف نقول XPأجل كل  XOX  .[6] ,[5] ,[4]فضاء حمقي موضعي
  

),(ليكن  :( تعريف17 – 1) XOX   نعرف مقصوره عمى مجموعة مفتوحة حمقيا   فضاء ،
XU   الذي نرمز لو بـ)|,( UXOU من أجل كل مجموعة جزئية لآتيبالشكل ا :

|)(( نعرف Xمفتوحة في  V من ثمّ ) و Uمن  Vمفتوحة  VO UX
VOX)(بأنيا  

 .
[4], [5] 

المخطط الحمقي ىو فضاء حمقي موضعي المخطط الحمقي:  ( تعريف18 – 1) 
),( XOX  يحقق الشرط الآتي: من أجل كل نقطةXP  يوجد جوار مفتوحU 

),|(بحيث يكون  Xفي  Pلمنقطة  UXOU   للاختصار سوف و . تآلفيا   حمقيا   مخططا
 X. [4], [5], [6]نقول المخطط الحمقي
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 Yإلى مخطط حمقي  Xمن مخطط حمقي (morphism)المورفيزم : ( تعريف19 – 1)
),(ىو زوج  #ff يتكون من تطبيق مستمرYXf : بين الفضاءين الطبولوجيين

X وY ،مورفيزم  فضلا  عن
XY OfOf :# بين حزمتي الحمقات

YO وXOf ،
 معرفة بالشكل الآتي:   Yىي حزمة حمقات عمى XOfاذ

UOf)(نعرف  Yمن Uجزئية مفتوحةمجموعة أي من أجل  X
:  يأتيكما 

))(()( 1 UfOUOf XX



 . 
YXfوسوف نكتفي بالقول: المورفيزم  :  بين مخططين حمقيينX،Y  للاختصار

),(:),(),(من الكتابة  بدلا   #

YX OYOXff  .[4], [5] 
YXf ليكنمبرهنة: ( 11 – 1) :  مورفيزما بين المخططين الحمقيينYX . عندئذ ,

يوجد تشاكل حمقي موضعي
PXPfYP OOf ,)(,

# :   انّ )أي PPfP mmf )( )(

# .)
[4], [5], [6] 

),(ىو الثنائية Xالمورفيزم المطابق عمى المخطط الحمقي: ( تعريف11 – 1) #idid 
XXidاذ :  ىو التطبيق المطابق عمى الفضاء الطبولوجيX  ،

XX OOid :# 
ىو المورفيزم المطابق عمى حزمة الحمقات

XO ذإ
XX OOid *

#:)()(و  UOUOid XXU  
UOX)(ىو التشاكل الحمقي المطابق عمى الحمقة  

.[5]
   

),(:),(),(تركيب المورفيزمين  [5]:( تعريف11–1) #

YX OYOXff  ),(),(:),( #

ZY OZOYgg  
),(ىو الزوج fg  اذ)()(: *** XXZ OfgOfgO    ىو المورفيزم المعرف

يكون لدينا التشاكل  Zمن  Uبالشكل الآتي: من أجل كل مجموعة جزئية ومفتوحة 
:)()))(((الحمقي  11 UgfOUO XZU

  :وىو التركيب##

)(1 UUg
gf  وسوف نرمز .
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),(لتركيب المورفيزمين  #ff،),( #gg  بـ),(),( ## ffgg    سوف نرمز لذلك  واختصارا
fgبـ   . 

ذا تحققت العلاقة  ),(),(),(وا  ### ididffgg   فسوف نقول إن كلا من
),(المورفيزمين  #ffو),( #ggإن المخططين الحمقيين  :أيضا   ىو تماثل ونقول

YX YX بـ وسوف نرمز لذلك ،متماثلان , .  
ىو مخطط  S، المخطط الحمقي عمى  حمقيا   مخططا   S ليكن: ( تعريف13 – 1) 

SXمورفيزم  فضلا  عن Xحمقي  : ذا كان  Sمخططا حمقيا آخر عمى  Y. وا 
SYسطة المورفيزم ابو  :  وكانYXf :  مورفيزما بين المخططين الحمقيينX وY

إذا تحقق الشرط الآتي:  Sمورفيزم عمى fإن : نقول ، f.  [4], [5], [6] 
),(:),(),(ىو مورفيزم  (immersion)الغمر : ( تعريف14 – 1) #

YX OYOXff  
وجد مجموعة جزئية ومغمقة ت: يأتيبحيث يتحقق ما  Yو Xبين مخططين حمقيين 

سطة التطبيق ابحيث ينتج بو  Yمن الفضاء الطبولوجي W (locally closed) موضعيا  
YXfالمستمر : ىومومورفيزما(homeomorphism) بين الفضاء الطبولوجيX 

من  ، وأيضا  Yمن الفضاء الطبولوجي ا  جزئي ا  فضاء طبولوجي وصفياب Wوالمجموعة 
فإن التشاكل الحمقي  XPأجل كل

PXPfYP OOf ,)(,

# :   [6]ىو تشاكل حمقي غامر 
 (Yoneda Lemma)  توطئة -1
     Xh. [1], [6]الداليتعريف  (1 – 1)

، نعرف الدالي فئة ما Cلتكن
Xh شيء كل جللأ X  من الفئةC  يأتيكما : 

),()(

)(:

XSHomShS

SetsCh

CX

opp

X
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SSu: مورفيزمومن أجل ال `: من)`,(`),( SSHomSSHom CCopp  اذ  
CSS ̀,  نعرف تأثيرXh  عمىu  :بالشكل الآتي 

uff

ShShuh XXX



`)()(:)( 
 

 . ةالعكسي الفئة oppC، ىي فئة كل المجموعاتSets)( اذ
 [1]: تعريف (1 – 1)

,:`بين داليين   (natural transformation) التحويل الطبيعي CCGF  
المورفيزمات  صفيتألف من 

)()}()(:{ CobXX XGXF ، يتحقق الشرط  بحيث
:`مورفيزم  أيالآتي: من أجل  XXf   من`),( XXHomC

 ، يكون المخطط 

`)(`)(

)()(

)()(

`

XGXF

fGfF

XGXF

X

X











 

 .C`في الفئة  ا  تبديمي
ىو تحويل طبيعي بين داليين  اذ) و  تحويمين طبيعيينويمكن تعريف تركيب 

F وGو ، ىو تحويل طبيعي بين داليينGوH بأنو التحويل الطبيعي المؤلف )
 المورفيزمات صفمن 

CXXX XHXF  )}()(:{  يذا التركيب بـلنرمز  و  . 
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 [6] ,[3] ,[1]   : (Yoneda Lemma) توطئة (3 – 1)

)ˆ(};:)({ نّ ا، أي Sets)(إلى oppCفئة الداليات منĈلتكن functoraisSetsCFFCob opp  
ˆ),(و GFHom

C
تكون عممية  اذ Gو Fىي مجموعة التحويلات الطبيعية بين الداليين 

 عندئذ:. ىي عممية تركيب التحويلات الطبيعيةĈالتركيب بين مورفيزمات الفئة 
 التطبيق المعرف بالشكل الآتي: 

)(

)(),(: ˆ

XX

XCX

id

XFFhHom








 

:` مورفيزمىو تقابل بحيث يكون المخطط الآتي تبديميا، وذلك من أجل أي  XXg  من 
),`(),(` المجموعة XXHomXXHom CCopp  

)(),(

)(

`)(),(

ˆ

_

`ˆ

`

XFFhHom

gF

XFFhHom

X

g

X

XC

h

XC

















 

),(و CobF)ˆ(اذ `ˆ XXCg hhHomh  نّ ا، أي gh تحويل طبيعي بين الداليين
Xh و

`Xh 
:)()(سطة المورفيزماتابو  معرف `, YhYhh XXYg  اذ uguh Yg )(,

 ويكون .
 المخطط 

)()(

)()(

`)(`)(

`

`

`

,

`,

YhYh

fhfh

YhYh

X

h

X

XX

X

h

X

Yg

Yg







 
:`مورفيزموذلك من أجل أي  ،ا  تبديمي YYf  من`),()`,( YYHomYYHom CCopp . 
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  إن التطبيق الآتي تقابل: ( نتيجة:4 – 1)

)(

)(),(: ˆ

XX

YYXCX

id

XhhhHom








 

 والمخطط الآتي تبديمي:

)(),(

)(

`)(),(

ˆ

_

`ˆ

`

XhhhHom

gh

XhhhHom

YYXC

Y
h

YYXC

X

g

X

















 
:`اذ XXg  المجموعة من مورفيزم`),()`,( XXHomXXHom CCopp . [6] 

( يمكن توظيفيا من أجل المخططات الحمقية والمورفيزمات فيما بينيا 2-4انّ النتيجة ) 
 كما يأتي:

. عندئذ يوجد Sعمى مخطط حمقي  حمقيينمخططين  Y , Xليكن  [6] ( نتيجة:5 – 1) 
 الآتية:تكافؤ بين البيانات 

 .Yإلى  Xمن   Sعمى  f مورفيزميوجد ( 1)

 يوجد تطبيق:   Sعمى   Tكمّياأجل المخططات الحمقية ( من 2)

)()(:)( TYTXTf SS 
 

)(),( ذإ XTHomTX S

def

S  عمى  مورفيزماتمجموعة الS من  Tإلى X بحيث ،
TTu مورفيزمجل أي أمن  :يأتيما  يتحقق `:  عمى  لمخططين حمقيينS  يكون

  :ا  المخطط الآتي تبديمي
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`)(`)(

)()(

)()(

`)(

)(

TYTX

uhuh

TYTX

S

Tf

S

YX

S

Tf

S







 

إن المخطط التبديمي ينتج من تعريف  اذ(. 4 – 2ينتج مباشرة من النتيجة ) البرهان:
 بين داليين. تحويل الطبيعيال
 والمخططات الديكارتية جداءات المخططات الحمقية -3
 [8] ,[6] ,[5] ,[4] جداءات المخططات الحمقية: تعريف(1 – 3)

SXليكن  : ،SY : بين مخططات حمقية، نعرف جداء  مورفيزمين
),,(بأنو ثلاثية  Sعمى  X ،Yالمخططين الحمقيين  qpZ  تتكون من مخطط حمقيZ 

XZpين ممورفيز و  : ،YZq :  يأتيبحيث يتحقق ما : 
XTfين مورفيزممن أجل أي  : ،YTg :  عمىS  يجعلان المخطط الآتي

 :تبديميا  

SY

g

XT
f











 
ZTوحيد  مورفيزميوجد  :  عمىS   يجعل المخطط الآتي تبديميا: 
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 نّ اأي 

 
fp ،gq  . ونرمز لممخطط الحمقيZ بالرمزYX S ونرمز ،

 بالرمز  ممورفيزمل
Sgf ),( أو اختصارا  ،),( gfين مورفيزم، ونسمي الp ،q مورفيزمي 

YXالإسقاط لمجداء  S. 
SXليكن  ( تعريف:1 – 3) : ،SY :تطبيقين بين مجموعاتX ،Y ،S. 

 بأنو المجموعة الآتية:  Sعمى المجموعة  X ،Yنعرف جداء المجموعتين 
)}()(;),{( yxYXyxYX S   
YX اذ    ىو الجداء الديكارتي لممجموعتينX ،Y.[6], [8]   
سطة ابو  Sالمخطط الحمقي عمى  ينحمقي ينمخطط Yو Xليكن ( تعريف:3- 3)

SX المورفيزمين : ،SY :  وليكنXZu : وYZv : مورفيزمين 
إنو ديكارتي إذا كان : نقول عن المخطط التبديمي الآتي . Sعمى  بين مخططات حمقية

YXZvu S:),(   تماثلا . 

SY

v

XZ
u











 

Z 

Y X 
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 ( داخل المخطط لمدلالة عمى أنو ديكارتي.  ) وسوف نضع مربعا  
[6]

  
 . عندئذ الجداءSعمى مخطط حمقي  حمقيينمخططين  Y , Xليكن  :مبرهنة( 4 – 3)

YX S  .[8] ,[5] موجود و وحيد 

  الديكارتيين الآتيين. المخططينيوجد تكافؤ بين  ( نتيجة:5 – 3)

SY

g

XZ
f











                  

)()(

)()(

TSTY

TXTZ

SS

SS







 
ا الجداء في المخطط أمّ  ،اليميني ىو جداء مخططات حمقية إن الجداء في المخطط اذ

 .Sعمى  Tيو جداء مجموعات، وذلك من أجل كل مخطط حمقي فاليساري 
YXf مورفيزم( يوجد تكافؤ بين 5 –2حسب النتيجة ) البرهان: :  عمىS  ومجموعة

)(:)()( تطبيقاتال TYTXTf SS   من أجل كل مخطط حمقيT  عمىS من ثمّ . و 
YXZالتماثل  S

gf


)()(يكافئ التماثل ),(

))(,(

TYXTZ S

Tgf

S  لكن من تعريف الجداء .
)(),(),(),(يكون  )( YTHomXTHomYXTHomTYX STSSSSS S

 
)()()( نّ اأي  )( TYTXTYX STSSS S

.التماثل  يكون ومنو كمجموعتين

YXZ S

gf


),(

)()()( متماثل ل مكافئا    )(

))(,(

TYTXTZ STSS

Tgf

S S
. 
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المخططات ( يمكن الانتقال في البرىان من حالة 5 – 3سطة النتيجة )ابو  ( ملاحظة:6 – 3)
 .الحمقية إلى حالة المجموعات

YXfبفرض  ( تعريف:7 – 3) : ،``: YXg  ين بين مخططات حمقية عمى مورفيزم
:`` مورفيزمنعرف ال Sمخطط حمقي  YYXXgf SS  مورفيزمبأنو ال  

``:),( YYXXqgpf SS اذ XXXp S  `: ،``: XXXq S   ىما
XX`سقاط لمجداء لاا امورفيزم S.[4], [5], [6]

  
 

، يتحقق Sعمى مخطط حمقي  X ،Yمن أجل أي مخططين حمقيين  :مبرهنة (8 – 3)
XSX  :يأتيما  S   و  

 
XYYX SS  

[6] 
 (TSS)(من الرمز  بدلا   TS)()للاختصار سوف نستخدم الرمز البرهان:

))(()()( لدينا  )( TSTXTSX TSS ،.وذلك من تعريف الجداء 

)()()( وأيضا   )( TXTSTX TS ، .وذلك ينتج مباشرة من تعريف جداء مجموعتين 

))(()( نّ اأي  TXTSX S  ومنو XSX S     الآن لدينا)()())(( )( TYTXTYX TSS    
)()()()(لكن  )()( TXTYTYTX TSTS ،  وذلك ينتج مباشرة من تعريف الجداء

))(()()(لدينا  لممجموعات وأيضا   )( TXTYTXY TSS  
))(())((أصبح لدينا  TXYTYX SS   ومنوXYYX SS . 

المربع  أن ، وبفرضكمّيا المخطط الآتي تبديمي في أجزائو أن بفرض :مبرهنة( 9 – 3)
كان المخطط الكمي إذا وفقط إذا  ا  اليميني ديكارتي. عندئذ يكون المخطط اليساري ديكارتي

 .ا  ديكارتي
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SSS

uvw

XXX

ff

gg







```

```

`

`

 
من أجل فئة المجموعات  مبرىنة( يكفي أن نبرىن صحة ال5 – 3بحسب النتيجة ) البرهان:

)(Sets 
المخطط السابق حيث المكونات ىي مجموعات و تطبيقات بين مجموعات أي من أجل 

XSXvg فقط. لدينا S و ذلك من المربع اليميني في المخطط ، تماثل فرضا   ),(:``
```)},`(```;``)(`)`{(`` ولدينا أيضا  السابق.  ` sfxvSXsxSX S ،  ذلك حسب و

 تعريف جداء مجموعتين.
``` كان لمّاو   SXXSX SS  :فإن 

`)}()(,``)`(`),(``;)(``)`),,{(``)`(``` `` sfxusfsxpSSXssxSSXSX SSSS  اذ  
``),(`;`: ssxSSXp S  الاسقاط القانوني لجداء المجموعات. وبذلك  مورفيزم

),(````)),)`,((``(``)(```: يأتييكون قد تحقق ما  ` SSXssfxSXsx SSS   وكذلك
````),(```)(``)`),,(( ` SXsxSSXssx SSS   وبيذا يكون`````)( ` SXSSX SSS 

 التماثل مبرهناتبعض ف مفهوم المخططات الديكارتية في إثبات صحة يظتو  -4
YXYXX :مبرهنة( 1 – 4) SSX  )( 

 إن المخطط الآتي تبديمي  البرهان:
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SXX

pp

YYXYX

id

q

S

id

S







 
 ا  يكون المربع اليساري ديكارتي من ثمّ المربع اليميني ديكارتي و كذلك المخطط الكمي. و 

YXYXX نّ ا( أي 9–3)  مبرىنةحسب ال SSX  )(. 
XZZXYXZZYX :مبرهنة( 1 – 4) SSSYYS  مخطط  Zحيث  )()(

 ت.لمورفيزمامن خلال تركيب ا Sعمى  ومن ثمّ  Yحمقي عمى 
 مبرىنةوذلك حسب ال ،ا  ن الأول والأخير ينتجان من كون الجداء تبديميالتماثلا البرهان:

(3 – 8 .) 
 إن المخطط  الآتي تبديمي: 

SYZ

XYXZX

f

S

fid

S








 
و كذلك المخطط الكمي ديكارتي، لذلك يكون المربع اليساري  ،إن المربع اليميني ديكارتي

ZXZYX(. أي أن 9 - 3) مبرىنةوذلك حسب ال ا ،ديكارتي SYS  )(. 
)()(الخاصة التجميعية لمجداء:  ( نتيجة:3 – 4) ZYXZYX SSSS  

)()()(( لدينا 2 – 4) مبرىنةمن ال البرهان: ZYXZYYX SSSYS   
ZYXZYYXوكذلك  SSSYS  )()(يكون  من ثمّ و  )()()( ZYXZYX SSSS . 

 من اليسار.. عنذئذ يمكن اختصار(immersion) غمرا  ليكن  ( مبرهنة:4 – 4)



9102 ثانيالعدد ال ـ( 53) مجمة جامعة دمشق لمعموم الأساسية  ـالمجمد  

358 
 

),(:),(),( ليكن: البرهان: #

YX OYOXff  و ),(),(:),( #

YX OYOXgg  ن مورفيزمي
),(:),(),(ليكن و  ،حمقيين بين مخططين #

ZY

def

OZOY    بحيث  غمرا
),(),(),(),( #### ggff    ين يكونمورفيزم. عندئذ من تعريف تركيب 

gf    بين فضاءات طبولوجية، وأيضا كتطبيقات مستمرة   متباين
gf تعريفا، لذلك يكون . 

ين بين مخططين حمقيين يكون: مورفيزممن تعريف تركيب  وأيضا   
####

yxyx gf    (اذ) في التركيبين  الآتيين(xfy    :) 

xXyYyZ

xy

OOO

f

,,)(,

##




 

xXyYyZ

xy

OOO

g

,,)(,

##




 

#لكن

y غامر تعريفا، ومنو يكون##

xx gf   أيا كانXx،  فإذا كانت
)(UOY اذ U ، فإن))(())(()(),( 11## UgOUfOgf XXUU

   يكون و
xUyxyxxU ggff ))(()()())(( ####   1)(من أجل كل Ufx   من ثمّ و )()( ##  UU gf 

##ومنو  ،Uكل من أجل وذلك ،(11 – 1النتيجة )حسب  gf  مما سبق ينتج أن .
),(),( ## ggff . 
TSإذا كان  :مبرهنة( 5 – 4) :   غمرا (immersion) :عندئذ يكون 

YXYX TS  كل من  اذX وY  مخطط حمقي عمىS  عمى  من ثمّ وT  سطة ابو. 
 إن المخطط الآتي تبديمي: البرهان:



 منتصر زحلان                                                       المخططات الحمقية رهنات التماثل لجداءمبدراسة في 

 

359 
 

TSX

p

YYYX
idq

T











``

`

 
 بفرض: تيةوذلك للأسباب الآ ̀ ، ̀،  بفرضو `p و`q يمورفيزم 

YXلجداء الى االقانونيين بالنسبة  الإسقاط T ،  وأيضا p وq الاسقاط  يمورفيزم
YXلجداء الى االقانونيين بالنسبة  S فيكون```` pq     ثمّ  منتعريفا، و 

`` pq     لكن (،4 – 4المبرىنة )أي يمكن اختصاره من اليسار حسب  غمر 
``لذلك يكون  pq    ، لما كان المربع كمّيا المخطط تبديمي في أجزائو نّ اأي .

، ومنو  ا  المربع اليساري ديكارتي كانلذلك  ،وكذلك المخطط الكمي ا  اليميني ديكارتي
YXYX TS . 
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