
 15من  1صفحة 

 التكامل الثنائي ) التكامل المضاعف(

 :
ً
 تمهيدأولا

 

𝑧بفرض  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  تابع لمتغيرين حقيقيين𝑥  و𝑦 على المنطقة 
ً
حيث   𝑥𝑜𝑦 في المستوي  𝑅 معرفا

𝑅: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  , 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 

 نقسم المنطقة  𝑅 إلى مناطق صغيرة جزئية   𝑅𝑖ثيين باستخدام مستقيمات موازية للمحورين الإحدا

 .فتكون هذه المناطق الصغير ة عبارة عن مستطيلات 

 : نرمز لهذه المستطيلات و مساحاتها بالرمز ∆𝐴1 , ∆𝐴2 , ∆𝐴3 , ⋯ , ∆𝐴𝑛 

 في كل مستطيل نأخذ ∆𝐴𝑘 نقطة (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)  

 المجموع نشكل 𝑆𝑛 = ∑ 𝑓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) ⋅ ∆𝐴𝑘
𝑘=𝑛
𝑘=1 

  خذ نهاية هذا المجموع عندما نأ𝑛 → نهاية  نقول إن التابع قابل للمكاملة  𝑆𝑛 وجدت لـ  ذاإ ،  ∞

,𝑓(𝑥للتابع  التكامل الثنائيهي  هذه النهايةو   𝑅على   𝑦)  

 : ونكتب 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑆𝑛 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
𝑅
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,𝑓(𝑥 تابعإذا كان النتيجة مهمة :  𝑦)  المنطقة يأخذ قيما موجبة على𝑅  

∬:  المعطى بالصيغة فإن التكامل الثنائي 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
𝑅

  

الواقعة في  𝑅بالمنطقة من الأسفل  المحدود يمثل حجم المجسم

𝑧من الأعلى بالسطح و  𝑥𝑜𝑦 المستوي  = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 : 
ً
 الصيغة الأولى  –مبرهنة فوبيني ثانيا

,𝑓(𝑥 إذا كان التابع 𝑦)  
ً
𝑅على المستطيل :  مستمرا ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏   , 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑    فعندئذ

 : 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑑𝑦 ⋅ 𝑑𝑥
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎
 

 
ً
  الثانيةالصيغة  –مبرهنة فوبيني :  ثالثا

,𝑓(𝑥 عإذا كان التاب 𝑦)  
ً
 حيث : 𝑅 المنطقةعلى  مستمرا

𝑅 محدودة على النحو التالي: 𝑅 المنطقة ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏   , 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)   حيث

,𝑔1(𝑥)التابعان  𝑔2(𝑥)  مستمرين على المجال[𝑎, 𝑏] 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑑𝑦 ⋅ 𝑑𝑥
𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

𝑏

𝑎
 

𝑅 محدودة على النحو التالي: 𝑅 المنطقة ∶ 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑   , ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)   حيث

,ℎ1(𝑦)التابعان  ℎ2(𝑦)  مستمرين على المجال[𝑐, 𝑑] 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
ℎ2(𝑥)

ℎ1(𝑥)

𝑑

𝑐
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ً
 خواص التكامل الثنائي :  رابعا

 فإن : 𝐶  د حقيقيمن أجل كل عد

1) ∬ 𝐶 ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= 𝐶 ⋅ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

 

,𝑓(𝑥التابعان إذا كان  𝑦)    و𝑔(𝑥, 𝑦)  المنطقةعلى  مستمرين 𝑅 : فإن 

2) ∬ (𝑓 ± 𝑔) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

± ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

 

 𝑅2و  𝑅1اتحاد منطقتين هما   𝑅 ت المنطقة إذا كان

3) ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅1

± ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅2

 

,𝑓(𝑥 إذا كان 𝑦) >  𝑅 المنطقةعلى  0

4) ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

≥ 0 

,𝑓(𝑥 إذا كان 𝑦) > 𝑔(𝑥, 𝑦)  المنطقةعلى 𝑅 

5) ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅

≥ ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦) ⋅ ∆𝐴
𝑅
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ً
 تعريف المنطقة النظامية:  خامسا

إذا كان أي مستقيم يوازي  𝐷𝑥الرمز و نرمز لها بـ 𝑜𝑥 نظامية بإتجاه  𝐷 المنطقة نقول إن( : 1تعريف )

𝑜𝑥  من نقطة داخلية من 
ً
 و   𝑀1في نقطتين فقط    𝐷( يقطع حدود  𝐷 )أي ليست على حدود  𝐷 و مارا

𝑀2 

 

إذا كان أي مستقيم يوازي  𝐷𝑦لرمز او نرمز لها بـ 𝑜𝑦 نظامية بإتجاه  𝐷 نقول إن المنطقة( : 2تعريف )

𝑜𝑦  من نقطة داخلية من 
ً
 و   𝑁1في نقطتين فقط    𝐷( يقطع حدود  𝐷 )أي ليست على حدود  𝐷 و مارا

𝑁2 

   

𝐷3  نظامية بالاتجاه غير𝑜𝑥 

𝐷3  نظامية بالاتجاه غير𝑜𝑦 

𝐷2  نظامية بالاتجاه غير𝑜𝑥 

𝐷2 مية بالاتجاه نظا𝑜𝑦 

𝐷1  نظامية بالاتجاه𝑜𝑥 

𝐷1  نظامية بالاتجاه غير𝑜𝑦 
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:𝑅المعرفـــــــــــة وفـــــــــــق  𝑅لـــــــــــتكن المنطقـــــــــــة :  تطبيـــــــــــق عـــــــــــددي 0 ≤ 𝑥 ≤ 2  , 0 ≤ 𝑦 ≤ بفـــــــــــرض و  4

,𝑓(𝑥التــــــــــــابع العـــــــــــــددي   𝑦) = 𝑥√𝑦 المعطـــــــــــــى و المطلــــــــــــوم احســـــــــــــب التكامـــــــــــــل الم ــــــــــــاعف للتـــــــــــــابع 

 قة التكامل .و ذلك بعد رسم منط 𝑅المنطقة على 

 الحل: 

 

 𝐼 = ∫ ∫ 𝑥√𝑦 ⋅ 𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
2

0

4

0
 

 𝐼 = ∫ √𝑦 [
𝑥2

2
]

0

2
4

0
⋅ 𝑑𝑦 

 𝐼 = ∫ √𝑦 (
4

2
−

0

2
)

4

0
⋅ 𝑑𝑦 

 𝐼 = 2 ∫ √𝑦
4

0
⋅ 𝑑𝑦 

 𝐼 = 2 ∫ (𝑦)1/24

0
⋅ 𝑑𝑦 

 𝐼 = 2 [
𝑦3/2

3/2
]

0

4

=
4

3
[√𝑦3]

0

4
 

 𝐼 =
4

3
(√43 − √03) =

4×8

3
=

32

3
 

:𝑅المعرفـــــــــــــــة وفـــــــــــــــق  𝑅: لـــــــــــــــتكن المنطقـــــــــــــــة تطبيـــــــــــــــق عـــــــــــــــددي [0,
𝜋

2
]  × [0,

𝜋

2
احســـــــــــــــب التكامـــــــــــــــل  [

,𝑓(𝑥 الم اعف للتابع 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝑦  المنطقة على𝑅 . 

 𝐼 = ∫ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝑦 ⋅ 𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
𝜋/2

0

𝜋/2

0
 

 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑑𝑥
𝜋/2

0
× ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦 ⋅ 𝑑𝑦

𝜋/2

0
 

 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑑𝑥
𝜋/2

0
× ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦 ⋅ 𝑑𝑦

𝜋/2

0
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 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑑𝑥
𝜋/2

0
× ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦 ⋅ 𝑑𝑦

𝜋/2

0
 

 𝐼 = [−𝑐𝑜𝑠𝑥]0
𝜋/2

× [𝑠𝑖𝑛𝑦]0
𝜋/2 

 𝐼 = (−𝑐𝑜𝑠
𝜋

2
+ 𝑐𝑜𝑠0) × (𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
− 𝑠𝑖𝑛0) 

 𝐼 = (0 + 1) × (1 − 0) = 1 

𝑧اوجـــــــــــد حجـــــــــــم المجســـــــــــم الواقـــــــــــع تحـــــــــــت الســـــــــــطح : تطبيـــــــــــق عـــــــــــددي = 2𝑥 + 5𝑦 +  و فـــــــــــو   1

:𝑅   المعرفة وفق 𝑅المنطقة  −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 , 1 ≤ 𝑦 ≤ 4  

 𝐼 = ∫ ∫ (2𝑥 + 5𝑦 + 1)𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
0

−1

4

1
 

 𝐼 = ∫ [𝑥2 + 5𝑥𝑦 + 𝑥]−1
0 ⋅ 𝑑𝑦

4

1
 

 𝐼 = ∫ ((0 + 0 + 0) − (1 − 5𝑦 − 1))𝑑𝑦
4

1
 

 𝐼 = ∫ 5𝑦 ⋅ 𝑑𝑦
4

1
 

 𝐼 = [
5

2
𝑦2]

1

4

=
5

2
(42 − 12) =

5

2
(16 − 1) =

75

2
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𝛼حيث  𝛼: عيّن قيمة الثابت :ق عدديتطبي ∈ ℝ  حتى تكون قيمة التكامل𝐼   9مساوية𝑙𝑛√2  حيث

𝐼 = ∫ ∫
𝛼+𝑥

1+𝑦
⋅ 𝑑𝑦 ⋅ 𝑑𝑥

1

0

2

−1
 

 الحل:

 𝐼 = ∫ ∫
𝛼+𝑥

1+𝑦
⋅ 𝑑𝑦 ⋅ 𝑑𝑥

1

0

2

−1
 

 𝐼 = ∫ [(𝛼 + 𝑥)𝑙𝑛(1 + 𝑦)]0
1𝑑𝑥

2

−1
 

 𝐼 = 𝑙𝑛2 ∫ (𝛼 + 𝑥)𝑑𝑥
2

−1
 

 𝐼 = 𝑙𝑛2 [𝛼𝑥 +
𝑥2

2
]

−1

2

 

 𝐼 = 𝑙𝑛2 [(2𝛼 + 2) − (−𝛼 +
1

2
)] 

 𝐼 = 𝑙𝑛2 (3𝛼 +
3

2
) 

𝐼و من نص التمرين لدينا  = 9𝑙𝑛√2 =
9

2
𝑙𝑛2   

 𝑙𝑛2 (3𝛼 +
3

2
) =

9

2
𝑙𝑛2 →  3𝛼 +

3

2
=

9

2
 →  3𝛼 = 3 → 𝛼 = 1   
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𝑧المجسم الواقع تحت السطح  جزء : اوجد حجمتطبيق عددي = 𝑥2 + 𝑦2 و فو  المنطقة 𝐷  في

𝑦 المحددة بالمستقيم  𝑥𝑜𝑦 المستوي  = 2𝑥  و القطع المكافئ𝑦 = 𝑥2 

 𝑜𝑦، كما نلاحظ أن المنطقة نظامية بالاتجاه   الحل : نوجد حدود منطقة التكامل

 

 𝑦1 = 𝑦1 

  𝑥2 = 2𝑥  

 𝑥2 − 2𝑥 = 0 

 𝑥 = 0 𝑜𝑟 𝑥 = 2 

 𝐼 = ∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥
2𝑥

𝑥2

2

0
 

 𝐼 = ∫ [𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
]

𝑥2

2𝑥
2

0
𝑑𝑥 

 𝐼 = ∫ [(𝑥2(2𝑥) +
(2𝑥)3

3
) − (𝑥2(𝑥2) +

(𝑥2)
3

3
)]

2

0
𝑑𝑥 

 𝐼 = ∫ [(2𝑥3 +
8𝑥3

3
) − (𝑥4 +

𝑥6

3
)]

2

0
𝑑𝑥 

 𝐼 = ∫ (
14

3
𝑥3 − 𝑥4 −

1

3
𝑥6)

2

0
𝑑𝑥 

 𝐼 = [
14

12
𝑥4 −

1

5
𝑥5 −

1

21
𝑥7]

0

2

= [
7

6
𝑥4 −

1

5
𝑥5 −

1

21
𝑥7]

0

2

 

 𝐼 = (
7

6
(2)4 −

1

5
(2)5 −

1

21
(2)7) − (0) =

216

35
 

 𝐼 =
216

35
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في كل من التكاملات الآتية المطلوم : ارسم منطقة التكامل ثم اعد كتابة حدود التكامل : تطبيق عددي

 ثم و انجز التكامل الجديد .بعد تغيير ترتيب المكاملة 

  𝐼 = ∫ ∫ (
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
) 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦=𝜋

𝑦=𝑥

𝑥=𝜋

𝑥=0
 

 

 

 𝐼 = ∫ ∫ (
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
) 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦=𝜋

𝑦=0

𝑥=𝜋

𝑥=0
 

 𝐼 = ∫ ∫ (
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥=𝑦

𝑥=0

𝑦=𝜋

𝑦=0
 

 𝐼 = ∫ [(
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
) 𝑥]

𝑥=0

𝑥=𝑦

𝑑𝑦
𝑦=𝜋

𝑦=0
 

 𝐼 = ∫ [((
𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
) (𝑦)) − ((

𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
) (0))] 𝑑𝑦

𝑦=𝜋

𝑦=0
 

 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑦 ⋅ 𝑑𝑦
𝑦=𝜋

𝑦=0
 

 𝐼 = [−𝑐𝑜𝑠𝑦]𝑦=0
𝑦=𝜋 

 𝐼 = (−𝑐𝑜𝑠(𝜋)) − (−𝑐𝑜𝑠(0)) = (+1) − (−1) = 2 
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 2ف /2021/2022سؤال دورة 

𝐼بفرض   = ∬ (
𝛼

1+𝑦4) 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝐷

𝑦ياني للتابع المنطقة المحصورة بين الخط الب 𝐷، حيث   =

√𝑥
3
𝑦لمستقيم او   =  ، فإذا علمت أن  2

ً
𝐼،كما هو موضح جانبا =

𝑙𝑛(17)

4
 هي: 𝛼 فإن قيمة  ، 

 

Ⓓ كل الإجابات السابقة خاطئة Ⓒ  𝛼 = 4 Ⓑ  𝛼 =
1

4
 Ⓐ  𝛼 = 1 

 𝐼 = ∫ ∫ (
𝛼

1+𝑦4) 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑦=2

𝑦=√𝑥

𝑥=8

𝑥=0
 

 𝐼 = ∫ ∫ (
𝛼

1+𝑦4
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥=𝑦3

𝑥=0

𝑦=2

𝑦=0
 

 𝐼 = ∫ [(
𝛼

1+𝑦4) 𝑥]
0

𝑦3
𝑦=2

𝑦=0
𝑑𝑦 = ∫ [((

𝛼

1+𝑦4) 𝑦3) − (0)]
𝑦=2

𝑦=0
𝑑𝑦 

 𝐼 = 𝛼 ∫ (
𝑦3

1+𝑦4)
𝑦=2

𝑦=0
𝑑𝑦 =

𝛼

4
[𝑙𝑛(1 + 𝑦4)]0

2 

 𝐼 =
𝛼

4
[(𝑙𝑛(1 + 16)) − (𝑙𝑛(1 + 0))] =

𝛼𝑙𝑛(17)

4
 

𝐼 لدينا  نص التمرينمن  =
𝑙𝑛(17)

4
𝛼 بالتالي و    = 1 



 15من  11صفحة 

 
ً
 لتكامل الم اعف في الإحداثيات القطبيةا:  سادسا

في الإحداثيات الديكارتية  𝑀يتم تعيين النقطة تمهيد : 

,𝑥)بزوج مرتب من الأعداد  𝑦)  حيث يمثل العدد𝑥  بعد

بعد النقطة   𝑦و يمثل العدد  𝑜𝑦عن المحور  𝑀النقطة 

𝑀   عن المحور𝑜𝑥.  

,𝑟) بزوج مرتب من الأعداد 𝑀 قطةأما في الإحداثيات القطبية يتم تعيين الن 𝜃) حيث يمثل العدد𝑟   بعد

و المستقيم  𝑜𝑟 الزاوية الموجبة المحصورة بين المحور  𝜃و يمثل العدد  𝑂عن مبدأ الإحداثيات   𝑀 النقطة

(𝑂𝑀) 

 ترتبط الإحداثيات الديكارتية و الإحداثيات القطبية بالعلاقات التالية :

 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2   ,   𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃   ,   𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 

 شبكة الإحداثيات القطبية و المستطيل القطبي :

 𝑀كما ذكرنا في الإحداثيات القطبية يتم تعيين النقطة 

,𝑟)بالزوج  𝜃)  و بتالي شبكة الإحداثيات القطبية ،

𝑟مؤلفة من المجموعة  = 𝑐  التي تمثل مجموعة دوائر

بينما تمثل  ،𝑐  قطرهاو نصف  𝑂 متمركزه مركزها

𝜃  المجموعة = 𝑘 مجموعة مستقيمات منبعثة من 𝑂 

 المختلفة 𝑘أجل قيم 
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و بالتالي تقاطع  كل زوج من الدوائر  مع كل زوج من المستقيمات يشكل ما يسمى بالمستطيل القطبي و هو 

 بالصيغة : القطبية 𝑅يقابل المستطيل الديكارتي المألوف و بالتالي يتم تعريف المنطقة 

 𝑅: {(𝑟, 𝜃) ∶ 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏   ,   𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽} 

 

 

 𝑅1: {(𝑟, 𝜃) ∶ 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 , 0 ≤ 𝜃 ≤

2𝜋} 

 

 

 𝑅2: {(𝑟, 𝜃) ∶ 1 ≤ 𝑟 ≤ 2 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋} 

 

 

 

 𝑅3: {(𝑟, 𝜃) ∶ 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 , 0 ≤ 𝜃 ≤

3𝜋

2
} 

 

 

 𝑅4: {(𝑟, 𝜃) ∶ 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 , 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
} 
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 تحويل المتغيرات في التكامل الم اعف

 

     لم بأن الإحداثيات الديكارتية و القطبية مرتبطة بالعلاقات التالية :نع
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2   
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

} 

نستخدم إذا أردنا الانتقال في التكامل الم اعف من الإحداثيات الديكارتية إلى الإحداثيات القطبية فإننا 

 طى بالصيغة :محدد التحويل ) اليعقوبي (  المع

 |
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑟,𝜃)
| = |

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝜃

| = |
𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃

−𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

| 

 
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑟,𝜃)
= 𝑟𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃) = 𝑟 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃) |
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑟,𝜃)
| 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑅
 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

= ∬ 𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑅
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𝐼احسب التكامل الم اعف :  تطبيق عددي = ∬ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅
 المنطقة 𝑅حيث  

 الموضحة بالشكل المرسوم أدناه.

 

 𝑅: {(𝑟, 𝜃): 0 ≤ 𝑟 ≤ 3 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋} 

 {
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2   
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

 

 𝐼 = ∬ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅
 

 𝐼 = ∫ ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

√9−𝑥2

0

3

0
 

 𝐼 = ∫ ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

3

0

𝜋

0
= ∫ ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

3

0

𝜋

0
 

 𝐼 = ∫ ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡𝑎𝑛𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
3

0

𝜋

0
 

 𝐼 = ∫ ∫ 𝜃 ⋅ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
3

0

𝜋

0
 

 𝐼 = ∫ 𝜃𝑑𝜃
𝜋

0
× ∫ 𝑟𝑑𝑟

3

0
 

 𝐼 = [
𝜃2

2
]

0

𝜋

× [
𝑟2

2
]

0

3

 

 𝐼 = (
(𝜋)2

2
−

(0)2

2
) × (

(3)2

2
−

(0)2

2
) 

 𝐼 =
9𝜋2

4
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𝐼احسب التكامل الم اعف :  تطبيق عددي = ∬ (
𝑦2

𝑥2
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅
الموضحة  المنطقة 𝑅حيث  

 بالشكل المرسوم أدناه.

 

 𝑅: {(𝑟, 𝜃): 1 ≤ 𝑟 ≤ 3 , 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

4
} 

 {
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2   
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

 

 𝐼 = ∬ (
𝑦2

𝑥2) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

 

 𝐼 = ∫ ∫ (
(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)2

(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃)2) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
3

1

𝜋

4
0

= ∫ ∫ (
𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

3

1

𝜋

4
0

 

 𝐼 = ∫ ∫ (𝑡𝑎𝑛2𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
3

1

𝜋

4
0

= ∫ (𝑡𝑎𝑛2𝜃) [
𝑟2

2
]

1

3

𝑑𝜃
𝜋

4
0

 

 𝐼 = ∫ (𝑡𝑎𝑛2𝜃) [
9

2
−

1

2
] 𝑑𝜃

𝜋

4
0

= 4 ∫ (𝑡𝑎𝑛2𝜃)𝑑𝜃
𝜋

4
0

 

 𝐼 = 4 ∫ [(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃) − 1]𝑑𝜃
𝜋

4
0

 

 𝐼 = 4[𝑡𝑎𝑛𝜃 − 𝜃]
0

𝜋

4  

 𝐼 = 4 (𝑡𝑎𝑛
𝜋

4
−

𝜋

4
) − (𝑡𝑎𝑛0 − 0) = 4 (1 −

𝜋

4
) 

 𝐼 = 4 − 𝜋 

 


