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Chapter 9

الانتقالات باستخدام نظريات الطاقة
Deflections Using Energy Methods

:هدف الفصل

لى لإيجاد الانتقالات ع( الوهمي)استخدام مبدأ العمل الافتراضي 

الجوائز الشبكية والجوائز و الإطارات
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العمل الخارجي وطاقة التشوه
External Work and Strain Energy

ص الطاقة الذي ينمصونيةتعتمد أغلب نظريات الطاقة على مبدأ 

:على ما يلي

Ueالعمل الذي تقوم به القوى الخارجية المطبقة على منشأ ما  

تتطور خلال تشوه المنشأUiيتحول إلى عمل داخلي أو طاقة تشوه 

منشأ إلى إذا لم يتم تجاوز حد المرونة فإن طاقة التشوه المرنة تعيد ال

.وضعيته غير المتشوهة عند إزالة الأحمال
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External Work-Forceالعمل الخارجي لقوة  

دره وبنفس اتجاهها فستنتج عملاً قdxقدرهبانتقال Fعندما تقوم قوة 

dUe = F dx

:فيصبح العمل الناتجxفإذا أحدثت القوة انتقلًا كلياً قدره 

المطبقة في نهاية  Fلندرس تأثير القوة المحورية 

 ً دريجيا من عندما يتم زيادة القوه ت. القضيب المبين جانبا

فتكون استطالة F = Pالصفر حتى تبلغ قيمة نهائية 

Δالقضيب 

F = (P/Δ) x. 
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المثلث المضللتمثل هذه القيمة مساحة

:  ينتج Δإلى 0وبإجراء التكامل من2-9بالتعويض في المعادلة  
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يب مطبقة سلفاً على القضPلنفرض أن القوة  

بت طُبقت الآن عليه فتسب'Fوأن قوة أخرى  

عند Pفستنتج القوة 'Δبانتقال إضافي قدره 

:عملاً يساوي 'Δانتقالها بمقدار  

ثابتة  Pهنا يجب الانتباه إلى أن شدة القوة 

.'Fنتج عن القوة 'Δوأن الانتقال 

عندما  Pيمثل المستطيل المضلل عمل القوة 

 'Δانتقلت بمقدار 
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عندما  Pعمل القوة ABGيمثل المثلث ◼

 Δانتقلت بمقدار 

عندما  'Fعمل القوة BCDيمثل المثلث ◼

'Δانتقلت بمقدار 

 Pعمل القوة BDEGيمثل المستطيل ◼

 'Δعندما انتقلت بمقدار 

على القضيب  Pإذاً عندما طُبقت القوة ◼

يمثل ACEفإن المثلث 'Fوأتُبعت بالقوة 

عمل القوتين 
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العمل الخارجي لعزم 
External Work-Moment

نتيجة احداثه  Mالعمل الذي يقوم به العزم ◼

dUeيساوي dθدوران قدره  = M dθ

فيصبح θفإذا كانت زاوية الدوران النهائية ◼

:العمل المنجز

:فسينتج عمل قدره Mحتى قيمة نهائية  0إذا طُبق العزم تدريجياً ابتداء من 
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´θمطبق سلفاً على المنشأ وحصل عنده دوران Mإذا كان العزم ◼

:بسبب أحمال أخرى فسينتج عن هذا العزم عملاً قدره
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طاقة التشوه الناتجة عن القوة المحورية
Strain Energy-Axial Force

ل تدريجياً على قضيب فسيكون العم Nعندما تطُبق قوة محورية ◼

.يهالخارجي لهذه القوة مساوياً لطاقة التشوه المرن التي اختزنت ف

:فإذا كانت مادة القضيب مرنة خطية فإن◼

σ = Eє ,  σ = N /A ,  є = Δ/L   N /A = E (Δ/L)

.هما طول القضيب ومساحة مقطعه العرضيAو L:حيث

:وعليه ستكون الاستطالة النهائية للقضيب◼

:نحدد طاقة التشوه المختزنة في القضيب3-9بالتعويض في المعادلة 
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طاقة التشوه الناتجة عن الانعطاف
Strain Energy-Bending

ى يتعرض الجائز المبين إل

التي طُبقتwو Pالأحمال 

تدريجياً فنتج عنها عزم

في المقطع الواقعMداخلي 

xعلى بعد 

في العنصر dθفينتج دوران

dxالتفاضلي الذي طوله 

dθ = (M/EI) dx. 
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تكامل على ويتم تحديد طاقة التشوه المختزنة في الجائز بإجراء ال

:طول الجائز أي

September 26, 2020 Structural Analysis                   Prof. M. Samara 11

لأن  6-9دلة تحُدد طاقة التشوه في العنصر التفاضلي بتطبيق المعا

:العزم تم تطبيقه تدريجياً فينتج

مبدأ العمل والطاقة
Principle of Work and Energy

ً Pالناجم عن تطبيق القوة Δأوجد الانتقال  تدريجيا

. 

Ue = ½ PΔ  العمل الخارجي

- = x Mالداخلي الناتج في مقطع على بعدالعزم Px
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:تحدد طاقة التشوه في الجائز كما يلي

Δ  بمساواة العمل الخارجي بطاقة التشوه الداخلي ينتج
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ةعلى الجوائز الشبكي( الوهمي)تطبيق مبدأ العمل الافتراضي 
Method of Virtual Work: Trusses

تحت تأثير Δمن الجائز الشبكي  انتقلت بمقدار Bلنفرض أن النقطة 

مل والمطلوب تحديد هذا الانتقال باستخدام مبدأ العP1, P2القوى الحقيقة 

والطاقة
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من الجائز الشبكي واحدة القوى Bنطبق أولاً في النقطة Δلتحديد الانتقال 

ي عنصر وباتجاه الانتقال المطلوب تحديده فينتج ف( الوهمية)الافتراضية 

Fv.j)أو nنموذجي من الجائز الشبكي قوة وهمية قدرها  ) 

وتسبب أيضاً  Δبمقدار Bفتسبب انتقال العقد P1, P2ثم نطبق القوى الحقيقية 

القوه ( FA.j)أوNحيث NL/AEتغير طول العنصر النموذجي بمقدار  

الحقيقية الناتجة في العنصر النموذجي

ل أو طاقة تشوه داخلية وهمية في ك( وهمي)فينتج عمل داخلي افتراضي 

:عناصر الجائز الشبكي تحدد كما يلي

or

EjمرونتهومعاملAjالعرضيمقطعهومساحةLjالعنصرطول
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 Δ·1إن العمل الخارجي الوهمي الذي قامت به واحدة القوى الوهمية يساوي 

:بمساواة العمل الخارجي الوهمي بالعمل الداخلي الوهمي ينتج
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من  Dوالانتقال الأفقي للمسند Bحدد الانتقال الشاقولي للعقدة 

و A=1800 mm2الجائز الشبكي المبين في الشكل معتبراً أن 

E=200 GPaلكل العناصر

مثال
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للمسند δDhوالانتقال الأفقي Bللعقدة δB.vلحساب الانتقال الشاقولي 

D عند الشاقوليةنطبق واحدة القوى الوهميةB وكذلك نطبق واحدة

 (c)و  (b)كما هو مبين في الشكلين Dالقوى الوهمية الأفقية عند 
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ي العمل الوهمي الذي تقوم به واحدتي القوى الوهميتين يساو◼

1δB.v 1وδDhعلى الترتيب

زنة العمل الوهمي الداخلي أو طاقة التشوه الداخلية الوهمية المخت◼

:في كل العناصر يساوي
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لكل العناصر فيكفي حساب E=200 GPaو A=1800 mm2بما أن 

EAثم نقسم الناتج على 

:بمساوات العمل الداخلي مع العمل الخارجي ينتج◼




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على الجوائز والإطارات( الوهمي)تطبيق مبدأ العمل الافتراضي 
Method of Virtual Work: Beams and Frames

Δر من الجائز المبين في الشكل  انتقلت بمقداAلنفرض أن النقطة 

تقال والمطلوب تحديد هذا الانالمطبقة تحت تأثير القوى الحقيقة 

باستخدام مبدأ العمل والطاقة
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من الجائز واحدة القوى Aنطبق أولاً في النقطة Δلتحديد الانتقال ◼

زم وهمي وباتجاه الانتقال المطلوب تحديده فينتج ع( الوهمية)الافتراضية 

عند مقطع ما يبعد  عن الطرف الأيسر من الجائز ( .Mv)أو mقدره 
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وتسبب  Δبمقدار Aثم نطبق القوى الحقيقية فتسبب انتقال النقطة 

بمقدارdxأيضاً تشوه عنصر نموذجي تفاضلي طوله 

dθ = (M / EI) dx  حيثMأو(MA ) هو العزم  الحقيقي الناتج

في العنصر النموذجي
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dθ = (M / EI) dx

1· Δ : فتنتج واحدة القوى الوهمية عملاً خارجياً قدره

:عملاً داخلياً قدرهMv))أوmوينتج العزم الداخلي الوهمي 

m dθ = m(M/ EI) dx. ) 

لية بجمع الأعمال الداخلية الوهمية الناتجة في كل العناصر التفاض

:المكون منها الجائز ينتج

or

September 26, 2020 Structural Analysis                   Prof. M. Samara 26

:بمساواة العمل الخارجي الوهمي بالعمل الداخلي الوهمي ينتج
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في نقطة ما من المنحني θبشكل مشابه إذا طلب تحديد ميل المماس 

ج عزم المرن للجائز نطبق واحدة العزم الوهمي في تلك النقطة فينت

:وعليهθ 1وستقوم واحدة العزم بعمل خارجي قدره mθوهمي داخلي 

مجاز إلى عندم يحدث تغير في الأحمال على مجاز الجائز يتم تقسيم ال
لكل مجالات بحيث لا يحتوي أي منها على تغير في الأحمال، أي أن

تكامل منها معادلة عزم تختلف عن المجال الأخرى وبالتالي يُجرى ال
على كل مجال على حدى ثم تُجمع نتائج التكاملات
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الناجمة عن القوة المحورية( الوهمية)طاقة التشوه الافتراضية 
Virtual Strain Energy Caused by Axial load

ي تخضع عناصر الإطارات إلى قوى محورية أيضاً، وكما بينا ف

تشوه عناصر الجوائز الشبكية يحُدد العمل الافتراضي أو طاقة ال

:المرنة الافتراضي بالعلاقة التالية
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تحُدد تشوهات القص الناجمة عن القوى◼

ز طوله الحقيقية في عنصر تفاضلي من جائ

dxكالمبين في الشكل بـ :dy = γ dx.

هات فإذا كانت مادة الجائز مرنة فتحدد تشو◼

:باستخدام قانون هوك كما يلي γالقص 

γ = τ/G  حيثτوG  اجهاد القص ومعامل

مرونة القص على الترتيب

dy:   إذاً ◼ = (τ/G) dx

= τ:   يحُدد اجهاد القص بـ◼ K(V/A) 

معامل الشكل يعتمد على Kو Aحيث 

شكل المقطع العرضي للجائز
September 26, 2020 Structural Analysis                   Prof. M. Samara 39

الناجمة عن القص( الوهمية)طاقة التشوه الافتراضية 
Virtual Strain Energy Caused by Shear

dy: بالتعويض يكُتب تشوه القص◼ = K(V/GA) dx.

vيحُدد العمل الافتراضي الذي تقوم به قوة القص الوهمية ◼

الناتج عن dyالمطبقة على العنصر التفاضلي أثناء انتفالها بمقدار 

:القوة الحقيقية بالعلاقة التالية

dUs = vdy = v (KV/GA) dx.

فاضلية بجمع الأعمال الداخلية الوهمية الناتجة في كل العناصر الت❑

:المكون منها الجائز ينتج
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◼

◼K = 1.2 للمقاطع العرضية المستطيلة

◼K = 10/9للمقاطع العرضية الدائرية

◼K ≈ 1  للمقاطع العرضية على شكلI 

◼G = E/[2(1 +µ_)] معامل مرونة القص وµ بواسونمعامل
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Aحدد الانتفال الأفقي في النقطة 

مثال
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Solution

Real Load

Virtual Load
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1 × ∆𝐴 = 0 +
5 × −100 2 × 0 + 5 + 5 × −100 0 + 2 × 5

6 × 𝐸𝐼

∆𝐴= −
1250

𝐸𝐼

مثال

تم حمل لوحة إعلانات على قوس 

ره دائري ظفري من الفولاذ نصف قط

7mز احسب الانتقال الشاقولي لمرك

وأن kN 2.2اللوحة علماً أن وزنها 

ضي الخصائص الهندسية للمقطع العر

:  للقوس هي

I =50 x lO-6 m4 and 

E=200X106 kN/m2.
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عه بما أن نصف قطر تقوس القوس كبير بالمقارنة مع ابعاد مقط

ائز العرضي لذا يمكن استعمال علاقات الانتقالات الخاصة بالجو

ds = Rdθبـ dxولكن بعد استبدال 

:بتطبيق واحدة القوى الوهمية  ينتج
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شكلالفيالمبينالشبكيالجائزمنBللعقدةالأفقيالانتقالحدد

A=400أنمعتبراً  mm2وE=200 GPaالعناصرلكل

مثال
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ً ABCللجائزAالمسنددوراناحسب مقطعهابعادأنعلما

300x100العرضي mmللعنصرالعرضيالمقطعوأنBDهو

20قطرهنصفدائري mmالمرونةعاملوأنE=200 GPa

العناصرلكل

مثال
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