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 .infوأكبر حد أدنى   .sup  أعلىأصغر حد  .1

 الفضاءات المترية.  طوبولوجياهد لدراسة م   يتم هنا عرض عدة حقائق ت  س

ف  ، مجموعة 𝑋بفرض   )مجموعة الأجزاء(  Definitionتعريف   1.1   𝑋 مجموعة أجزاءت عر 

 بالطريقة 

𝐴 ∈ 2𝑋 ⇔̇ 𝐴 ⊆ 𝑋 i 

ت  . وت ثب  2Ωهو أحد عناصر   Ωأي حدث ضمن فضاء العينة   إن ظرية الاحتمالات،ي ن، ففمثل  

ن عدد عناصر مجموعة  فإ 𝑛منتهية وعدد عناصرها   𝑋أنه عندما تكون   نظرية الاحتمالات 

 . وهو ما يبرر ترميز التعريف بهذه الطريقة  2𝑛هو   أجزائها

ثل   Small letterبالنمط   بشكل عام ي كتب عنصر المجموعة   Notation ترميز  2.1 وت كتب   ،𝑥م 

ثل   Capital letterبالنمط  Smallالمجموعة التي عناصرها من النمط   ، والمجموعة التي  𝑋م 

.  𝒯 ،𝒜 ،𝒩  ،ℱ ،𝒰 ،ℰمثل   Scriptوت كتب بالنمط   Classعناصرها مجموعات ت سمى جماعة 

ت كتب   العناصر من  مجموعةا كل من عناصره  جماعة التي كل من عناصرها  المجموعة ،وأخيرا  

𝑚وقد تجد نفسك أمام ترميز مثل   𝔐مثل   Frakturبالنمط  ∈ 𝑀 ∈ ℳ ∈ 𝔐. 

ف  .مجموعة  𝑌بفرض  و  ،مجموعة 𝑋ض  فر  ب   )الجداء الديكارتي المنتهي(  تعريف 3.1 جداء ال ي عر 

𝑋  الديكارتي  × 𝑌  بالطريقة 

𝑋 × 𝑌 ∶= {(𝑥, 𝑦)| 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑦 ∈ 𝑌}  

 .𝑌والثاني من    𝑋ل من  ل منها الأوالتي مسقط ك المرتبة  أي هو مجموعة الأزواج 

  ، بمستقيم ℝمثل  ت مث ل مجموعة الأعداد الحقيقية   .للجداء الديكارتي  ا  التمثيل الهندسي مألوف عتبري  

ℝ  المجموعةت مث ل و ×ℝ   والمجموعة  بمستو ،ℝ ×ℝ ×ℝ  غبالفرا . 

 

i  ي كافئ تعريفا " ̇⇔ي قرأ الرمز" 
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𝑥1بفرض   ∈ 𝑋1  و𝑥2 ∈ 𝑋2 .   ي نظر للزوج المرتب(𝑥1, 𝑥2)  المجموعة  على أنه تابع منطلقه

⋃ومستقره   ،{1,2}المنتهية   𝑋𝑖
2
𝑖=1،  ا  تسمى مسقط  2وصورة  أولا   ا  سقطت سمى م  1حيث صورة  

𝑋1ذا  إ . ثان   × 𝑋2   ومستقره   {1,2}  منها هو التوابع التي منطلق كل هي مجموعة⋃ 𝑋𝑖
2
𝑖=1  

𝑥𝑖ويتحقق الشرط   ∈ 𝑋𝑖 بالطريقة  يم التعريف ، ويتم تعم 

  Π𝑖∈A𝑋𝑖 ≔ {𝑓: A → ⋃ 𝑋𝑖
2
𝑖∈A | 𝑓(𝑥𝑖) ∈ 𝑋𝑖∀𝑖 ∈ A} 

ii 

 اختر الإجابة الصحيح  Example  مثال 4.1

.إن   . ∋ {∅}                                          ℝ ،  2ℝ ،  {ℝ} ،  الأجوبة خاطئة   

∅  حيث   . هو الجواب  ⊆ 𝑋   ومنه  ∅ ∈ 2𝑋 نهمو  {∅} ⊆ 2𝑋   ومنه{∅} ∈ 22
𝑋

  𝑋حيث   

22الخيارات هو   أحد . فلو كان مجموعة
ℝ

   لكان صحيحا . 

∅  لكن 2ℝالجواب الأكثر خداعا  هو   ∈ 2ℝ  أو  ∅ ⊆ 2ℝ   وليس{∅} ∈ 2ℝ . 

  𝑃على   علقة ترتيب   ≥تكون العلقة    .مجموعة  𝑃بفرض   )المجموعة المرتبة( فتعري  5.1

 عندما يتحقق: 

1) ∀𝑥 ∈ 𝑃: 𝑥 ≤ 𝑥       "انعكاسية" iii 

2) ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑃 × 𝑃 × 𝑃: 𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑦 ≤ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑧    "متعدية" iv 

3) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃 × 𝑃: 𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑦    "تخالفية" 

 أيضا  عندما يتحقق   مرتبة كليا   𝑃وتكون المجموعة  

 

ii   المنتهية بـ  رمز للمجموعةي𝐸  أو𝐹  عريف التي يوجد تقابل بالت هي والغير منتهية المجموعة القابلة للعد. 15مثل مجموعة عوامل العدد

ثل ℕبينها وبين  ثل أثبت كانتور وجود مجموعا. ℚ وأ ℤ، م  . المجموعة الكيفية هي 2ℕيوجد تقابل بينها وبين  والتي ℝت غير قابلة للعد م 
ℝ لى الاجتماع الكيفي فإنوكمثال ع .A بـ هية أو القابلة للعد أو الغير عدودة وي رمز لهاتالمن = ⋃ {𝑥}𝑥∈ℝ. جتماع ي رمز لاأيضا  و

Γ ةالجماع ≔ {𝐵𝛼| 𝛼 ∈ A}  بـ  الذي هو بالتعريف اجتماع عناصرها ⋃ 𝐵𝛼𝛼∈A ⋃ أو Γ. 
iii  حيث". ∃عد "فإن أو فإنه" وب ∀: بعد النقطتان"يوجد" وتقٌرا  ∃"أيا كان" وي قرأ  ∀ي قرأ المكمم" 
iv  أو". مثل  ت قرأ القضية  ∨"وَ" ويقرأ  ∧ي قرأ"[∀𝑥 ∈ ℝ ∃𝑛0 ∈ ℤ: 𝑥 > 0 ⇒ 𝑥 < 𝑛0 ∧ 𝑥 > 𝑛0 − عدد بالطريقة "أيا كان ال [1

𝑥موجب تماما فان  𝑥بحيث انه إذا كان  𝑛0فانه يوجد عدد صحيح  𝑥الحقيقي  ∈ ]𝑛0 − 1, 𝑛0[." 
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4) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃 × 𝑃: 𝑥 ≤ 𝑦 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥. 

ف   ≥بدءا  من علقة الترتيب    ة طريقبال  >  التام  الترتيب علقة ت عر 

𝑥 < 𝑦 ⇔ 𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦   

د أي عددين حقيقيين هو أصغر من الآخر. بينما  أحَ  لأن مرتبة كليا    (≥,ℝ)  إن .4كمثال لتوضيح 

(2ℝ, [0,2]مرتبة جزئيا  فمثل    (⊇ ⊈ [1,3]وَ  [1,3] ⊈ [0,2].   

 . 5.1في التعريف   1لا تحقق   هالأنليست علقة ترتيب  >طبعا  إن  

 

𝑋لعرض علقة الاحتواء كعلقة ترتيب على   Hasse diagram طريقة 1رسم توضيحي  ≔ {𝑥, 𝑦, 𝑧} 

 إن  )مجموعة الأعداد الحقيقية الموسعة(  تعريف 6.1

ℝ̃ ≔ ℝ ∪ {±∞} = [−∞,+∞]   

ℝ̃إذا   ∋ ±∞ =
1

0
∉ ℝ v  . 

 

v   ل ∞ز هم الرمفَ ل  ,ncompactificatione point o (Adams & Robertالنقطة الواحدة  نظرية رص   على لاحقا   الاطلع ي فض 

2009, p. 250).  لكننا نقبل الآن أن
1

0
= ∞)وأن  ، ∞± + 𝑥 = ∞ ∀𝑥 ∈ ℝ) ،  وأن(𝑥.∞ = ∞ ∀𝑥 >  بعبالط .(0

(−∞ < 𝑥 < +∞ ∀𝑥 ∈ ℝ) .تتالية حقيقية فالحالات اية موعند دراسة نه+∞ و ∞−
∞

∞
م حالات عد هي ∞sinو ∞1و ∞.0و 

∞0ن لك ، يينتع = ∞−lnو 0 = ∞+lnو 0 = و ∞+
0

∞
= 1∞و 0 = ∞. 
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𝑥]إن   وجب( )العدد الموجب تماماُ والمتعريف  7.1 > 0 ⇔̇ 𝑥 ∈ ℝ+∗ ⇔̇  [𝑥  موجب  تماما  

𝑥]و  ≥ 0 ⇔̇ 𝑥 ∈ ℝ+ = ℝ−ℝ−∗ ⇔̇ 0إن   طبعا   .[𝑥  موجب  = مراجع  . في بعض ال±0

 " والموجب "غير سالب". ي سمى الموجب تماما  "موجب 

𝐴مجموعة مرتبة وبفرض   (≥,𝑃)بفرض   )حد أدنى وحد أعلى لمجموعة(  تعريف 8.1 ⊆ 𝑃  إن 

(𝐴 حد  أدنى لـ 𝑙) ⇔̇ (𝑙 ≤ 𝐴) ⇔̇ (∀𝑎 ∈ 𝐴: 𝑙 ≤ 𝑎)  

 و 

(𝐴 حد  أعلى  لـ 𝑢) ⇔̇ (𝑢 ≥ 𝐴) ⇔̇ (∀𝑎 ∈ 𝐴: 𝑎 ≤ 𝑢)  

𝑢1حد أعلى مثل  أكثر من   −ℝإن للمجموعة   ،(≥,ℝ)ضمن المجموعة المرتبة   مثل   = و  أ 1

𝑢2 =   . "∞−هو   ℝ̃وحيد ضمن    أدنىتملك أي حد أدنى "لكنها في الحقيقة تملك حد    وهي لا ،5

  . أحدهاوعادة  ما يكون للمجموعة عدة حدود يتم اختيار  ، لك المجموعة حد أعلى أو أدنىتم  قد لا إذا  

 . .infهو  لها   أدنى حد   وأهم ، .supلمجموعة هو   أعلىحد   أهم

 

 sup Mوأهمها   Mعدة حدود عليا للمجموعة  2رسم توضيحي 

  بـ  رمز لتابع القيمة المطلقةي    مثل   ق التابع نطلَ م   ات " مكان متغيريتم وضع نقطة ". أحيانا   ترميز  9.1

|. sinمثل    أيضا  ويتم اختصار بعض العلقات  2.وللتابع التربيعي   | 2. = 2 sin. cos. . 
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  ، مجموعة مرتبة (≥,𝑃)بفرض   vi  (.𝐢𝐧𝐟وأكبر حد أدنى   .𝐬𝐮𝐩أصغر حد أعلى  ) تعريف 10.1

𝐴وبفرض   ⊆ 𝑃.    ف  ي عرsup.   بالطريقة 

𝑠 = sup𝐴 ⇔̇ {
1)  𝑠 ≥ 𝐴                   

2)  𝑠′ ≥ 𝐴 ⇒ 𝑠′ ≥ 𝑠
  

 أكبر منه.  𝐴ولا يوجد أي حد أعلى لـ   𝐴هو حد أعلى لـ   sup𝐴ن  إأي 

ف     أيضا    بالطريقة   .inf ي عر 

𝑖 = inf 𝐴 ⇔̇ {
1)  𝑖 ≤ 𝐴                   

2)  𝑖′ ≤ 𝐴 ⇒ 𝑖′ ≤ 𝑖
  

inf  ن إأي  𝐴  لـ   أدنى هو حد𝐴  لـ   أدنى ولا يوجد أي حد𝐴  منه.  أصغر 

𝐴مجموعة مرتبة وبفرض   (≥,𝑃)بفرض   (.𝐬𝐮𝐩)خواص   Property ةخاصي   11.1 ⊆ 𝑃  

 : فإنه

𝑠𝑢𝑝عندما يكون  ه لأنإن التعريف جيد ( 1 𝐴   موجودا  ضمن𝑃  فهو وحيد . 

𝑠𝑢𝑝𝐴عندما يتحقق  ( 2 ∈ 𝐴   فإن𝑠𝑢𝑝𝐴 = 𝑚𝑎𝑥 𝐴. ن  متوازي أضلع، فإ كما أن المربع هو ف

 لها.  .𝑠𝑢𝑝لمجموعة هو   .𝑚𝑎𝑥الـ 

sup[0,1]  إن ℝضمن   مثل   = max[0,1] = ]sup]0,1لكن   ،1 = 1 ≠ max]0,1[ ∉

ℝ̃  .  وأيضا  supℝ+   غير موجود ضمن(ℝ,≤) . 

𝑠إثبات أن   (3 = 𝑠𝑢𝑝𝐴   ضمن(ℝ,≤)   ثل يتم بعدة طرق م : 

1) 𝑠 ≥ 𝐴   

2) 𝑟 ≥ 𝐴 ⇒ 𝑟 ≥ 𝑠 

 

vi sup Suprema ،infوت قرأ سوبريما  Supremumهي     . Infimaوت قرأ إنفيما  Infimumهي   
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 أو: 

1) 𝑠 ≥ 𝐴 

2) ∀𝜖 > 0 ∃𝑎 ∈ 𝐴: 𝑎 ≥ 𝑠 − 𝜖 
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 فضاءات المتريةال .2

حيث ليس هناك   .ℝ3او   ℝ2أو   ℝفي  بين نقطتين ابع المسافة هو تعميم لمفهوم المسافة المألوفة ت

ة الأهم هي  ي  والخاص ،ما يتم الانطباقوالمسافة بين نقطتين تنعدم عند  ،أهمية لترتيب نقطتي المسافة

 ث. لمتراجحة المث

مجموعة   مثل   .𝑌𝑋بـ   𝑌ومستقره    𝑋التي منطلق كل منها   لمجموعة التوابعي رمز  ترميز  1.2

ℝ2ومجموعة الأزواج الحقيقية المرتبة هي   ℝℕهي    المتتاليات العددية ≔ ℝ{1,2}  . 

𝑓(𝑥)وقاعدة ربطه   𝑌ومستقره   𝑋ي كتب التابع الذي منطلقه    وأيضا   ≔ 𝑦𝑥   بالطريقة

[𝑌𝑋 ∋ 𝑓 ≔ (𝑥 ↦ 𝑦𝑥)]. ابع  المستقر الفعلي أو مجموعة قيم الت إن𝑓 ∈ 𝑌𝑋   هو المجموعة

𝑌 ⊇ 𝑓(𝑋) ≔ {𝑓(𝑥)| 𝑥 ∈ 𝑋}.   

 

 مخطط فن لتابع ولمجموعة قيمه 3رسم توضيحي 

𝑑مجموعة، يكون التابع   𝑋بفرض   )تابع المسافة(  تعريف 2.2 ∈ ℝ𝑋×𝑋  على   مسافة تابع𝑋  

 : عندما يتحقق 

1) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)     

2) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦  

3) ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋 × 𝑋 × 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

,𝑋)ى الفضاء  سم  وي   𝑑) فضاء متري . 
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𝑋منطلقه   أن 𝑑الصعوبة في   × 𝑋،   طهوهو ما شروط على   م ولكن بوضع تابع النظي  لاحقا    يبس  

ℝ̃ليس   𝑑ان مستقر   .𝑋المجموعة   ≔ [−∞,+∞]  . 

 

ℝمتراجحة المثلث في المستوي  4رسم توضيحي  ×ℝ   أوℂ 

,𝑋)بفرض  )المسافة موجبة(  ةخاصي   3.2 𝑑)  ن فضاء متري فإ  𝑑 ≥ 0 vii.  ه لأن 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋: 0 =
2)
𝑑(𝑥, 𝑥) ≤

3)

𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑥)  

                                                        =
1)
2𝑑(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0   

𝑑ومنه   ∈ (ℝ+)𝑋×𝑋.                   ∎ 

,ℝ)هم هو الفضاء المتري المألوف  والأ   الأبسطالمثال  مثال 4.2 𝑑)  حيث 

  ℝℝ×ℝ ∋ 𝑑 ≔ ((𝑥, 𝑦) ↦ |𝑦 − 𝑥|). viii 

𝑎|وبالذات   القيمة المطلقة هو بسبب خواص تابع مسافة   𝑑  أن  إثبات  + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏| . 

ℂهي   مجموعة الأعداد المركبة إن  (ℂ)  وخواص تعريف 5.2 ≔ {𝑥. 1 + 𝑦. 𝑖| (𝑥, 𝑦) ∈

ℝ × ℝ}   حيث𝑖2 ≔ ، وبسبب قانون أولر  ℝ2العدد المركب ي مثل بنقطة على المستوي   .1−

ثل  مركب ي كتب بعدة طرقفإن أي عدد ويلت القطبية والتح   م 

 

vii في  ةم حتواتكون مجموعة قيمه ابع الموجب هو الذي التℝ+. 
viii نا ه𝑑  تابع منطلقهℝ × ℝ  ومستقرهℝ  وعلقة ربطه𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ |𝑥 − 𝑦|. 
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𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑅𝑒(𝑧) + 𝑖. 𝐼𝑚(𝑧)  

    = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖. sin 𝜃): [
𝑟 ≔ √𝑥2 + 𝑦2, cos 𝜃 =

𝑥

𝑟
, sin 𝜃 =

𝑦

𝑟
, tan 𝜃 =

𝑦

𝑥

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃                                          
] 

   = 𝑟𝑒𝑖𝜃: 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖. sin 𝜃   

𝑧  طويلة العدد ف عر  وت    = 𝑥 + 𝑖𝑦   بأنها|𝑧| ≔ √𝑥2 + 𝑦2 ويتحقق : 

|𝑧| = 𝑟: 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃  

|𝑧| ≤ 2max{|𝑥|, |𝑦|} : 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖  

|𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤|  

|𝑧||𝑤| = |𝑧𝑤|  

 

 ℂوانتهاء  بـ   ℕالمجموعات العددية بدءا  من  5رسم توضيحي 

 . زترميالوهو ما يبرر ،  لمطلقةإن طويلة عدد حقيقي هي قيمته ا

,ℂ)  إن  مثال 6.2 𝑑)   فضاء متري حيث𝑑(𝑧, 𝑤) ≔ |𝑤 − 𝑧| . لأنلك ذ  𝑑 ∈ ℝℂ×ℂ   ويتحقق : 

1) 𝑑(𝑧,𝑤) = |𝑤 − 𝑧| = |𝑧 − 𝑤| = 𝑑(𝑤, 𝑧) 

2) 𝑑(𝑧,𝑤) = 0 ⇔ |𝑤 − 𝑧| = 0 ⇔ 𝑧 = 𝑤 

3) 𝑑(𝑧,𝑤) + 𝑑(𝑤, 𝑣) = |𝑧 − 𝑤| + |𝑤 − 𝑣| 
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                                        ≥ |(𝑧 − 𝑤) + (𝑤 − 𝑣)| = |𝑧 − 𝑣|.  

 

 رافق والم   والاحداثيات القطبية ℂمجموعة الأعداد المركبة   6رسم توضيحي 

𝑥المسافة بين النقطتين   إن ية المترهندسي ا  وبعيدا عن الفضاءات  ≔ (𝑥1, 𝑥2)  و𝑦 ≔ (𝑦1, 𝑦2)  

𝑦1)√هي   ℝ2المستوي  ضمن  − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑥2)

والأسس   وباستخدام مفهوم المجموع  2

∑)هي   (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
22

𝑖=1 )
1 2⁄

 أن  إثبات وبعد متراجحة كوشي سيتم   الآن. 

  𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ (∑ (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
2𝑛

𝑖=1 )1 2⁄ : (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ𝑛 ×ℝ𝑛  

 الأصعب هي متراجحة المثلث. الخاصية وبالطبع  ℝ𝑛هو تابع مسافة على  

 

 الاستنتاج الكلسيكي وليس المتري للبعد بين نقطتين في المستوي  7رسم توضيحي 
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 يتحقق دوما    )متراجحة كوشي(  ةخاصي   7.2

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ𝑛 ×ℝ𝑛: ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 ≤ (∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
(∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
  

 إن بطريقة كوشي.  الإثبات سيتم  الآن ، "5.4"   للإثبات  أكثرصرة توجد طريقة معا  لاحقا  . الإثبات 

(∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 )2 + ∑ (𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖)𝑖<𝑗

2
= (∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 )  

𝑛الة  يرة بنشر الجهة اليمنى مع الحيمكن التأكد من المساواة الأخ = اء.  ثم التعميم بالاستقر 2

 الحدود الثلثة غير سالبة ومنه 

  (∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 )2 ≤ (∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 ) 

 ومنه 

(∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 ) ≤ (∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
(∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
   

                        ∎  ix 

 دوما   قيتحق  ةخاصي   8.2

∀((𝑎𝑖), (𝑏𝑖)) ∈ (ℝ
𝑛)2: (∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)

2𝑛
𝑖=1 )1 2⁄ ≤ (∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
+ (∑ 𝑏𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
  

 إن  . الإثبات 

∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
2𝑛

𝑖=1 = ∑ (𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑖

2 + 2𝑎𝑖𝑏𝑖)
𝑛
𝑖=1   

                             = ∑ (𝑎𝑖
2)𝑛

𝑖=1 + ∑ (𝑏𝑖
2)𝑛

𝑖=1 + 2∑ (𝑎𝑖𝑏𝑖)
𝑛
𝑖=1   

∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
2𝑛

𝑖=1 ≤
كوشي

∑ (𝑎𝑖
2)𝑛

𝑖=1 + ∑ (𝑏𝑖
2)𝑛

𝑖=1 + 2(∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 )
1 2⁄
(∑ 𝑏𝑖

2𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
   

 

ix  بعد نهاية إثبات خاصية أو تمهيدية أو مبرهنة. ∎ي وضع هذا الرمز 
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∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
2𝑛

𝑖=1 = ((∑ (𝑎𝑖
2)𝑛

𝑖=1 )
1 2⁄
+ (∑ (𝑏𝑖

2)𝑛
𝑖=1 )

1 2⁄
)
2

  x 

                    ∎ 

𝑖≤𝑛(𝑥𝑖)، ويرمز بـ  𝑖∈ℕ(𝑥𝑖)بـ   𝑥1رمز للمتتالية التي حدها الأول  ي   ≔ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

 

 يوضح الرسم ان نهاية هذه المتتالية هو صفر حيث محور الفواصل هو مقارب نقطي وحنيه هي تابع من المتتالية  8رسم توضيحي 

 إن  نظرية 9.2

  ℝℝ
𝑛×ℝ𝑛 ∋ 𝑑 ≔ ((𝑥 ≔ (𝑥𝑖)𝑖≤, 𝑦 ≔ (𝑦𝑖)𝑖≤𝑛) ↦ (∑ (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)

2𝑛
𝑖=1 )1 2⁄ )  

 . ℝ𝑛هو تابع مسافة على  

,𝑥)∀ه  ان : الإثبات  𝑦, 𝑧) ∈ ℝ𝑛 ×ℝ𝑛 × ℝ𝑛  فإن : 

1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ ∑ (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
2𝑛

𝑖=1 = 0 ⇔ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
2 = 0 

                                                                       ⇔ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖   

                                                                       ⇔ (𝑥𝑖)𝑖≤𝑛 = (𝑦𝑖)𝑖≤𝑛   

                                                                       ⇔ 𝑥 = 𝑦   

 

x  إن(√𝑎 + √𝑏)
2
= 𝑎 + 𝑏 + 2√𝑎√𝑏   وطبعا𝑥0.5 = √𝑥  حيث(𝑎, 𝑏, 𝑥) ∈ ℝ+

3
. 
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2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = (∑ (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
2𝑛

𝑖=1 )1 2⁄ = (∑ (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2𝑛

𝑖=1 )1 2⁄ = 𝑑(𝑦, 𝑥)  

3) 𝑑(𝑥, 𝑧) = (∑ (𝑧𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
2𝑛

𝑖=1 )1 2⁄  

                    ≤ (∑ (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖)
2𝑛

𝑖=1 )1 2⁄ + (∑ (𝑧𝑖 − 𝑦𝑖)
2𝑛

𝑖=1 )1 2⁄   

                    = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)  

,𝑑(𝑥  لأنجيد  𝑑تعريف   إن  طبعا   𝑦) ∈ ℝ.                 ∎ 

,𝑑(𝑧التابع   إن Corollaryنتيجة  10.2 𝑤) ≔ (∑ |𝑧𝑗 −𝑤𝑗|
2𝑛

𝑗=1 )
1 2⁄

هو تابع مسافة على   

ℂ𝑛.   مستقره   لأنℝ، إن متراجحة المثلث  لإثبات و  ،ويحقق شروط تعريف تابع المسافة 

𝑑(𝑟, 𝑡) = (∑ |𝑟𝑗 − 𝑠𝑗 + 𝑠𝑗 − 𝑡𝑗|
2𝑛

𝑗=1 )
1 2⁄

  

              ≤ (∑ (|𝑟𝑗 − 𝑠𝑗| + |𝑠𝑗 − 𝑡𝑗|)
2𝑛

𝑗=1 )
1 2⁄

  

              ≤ (∑ |𝑟𝑗 − 𝑠𝑗|
2𝑛

𝑗=1 )
1 2⁄

+ (∑ |𝑠𝑗 − 𝑡𝑗|
2𝑛

𝑗=1 )
1 2⁄

  

                    ∎ 

 مجموعة، وَ  𝑋ض  فرب  )الفضاء المتري المتقطع(  مثال 11.2

ℝ𝑋×𝑋 ∋ 𝑑 ≔ ((𝑥, 𝑦) ↦ {
0: 𝑥 = 𝑦
1: 𝑥 ≠ 𝑦

)   

 : يحقق 𝑑  إن

1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = {
0: 𝑥 = 𝑦
1: 𝑥 ≠ 𝑦

= {
0: 𝑦 = 𝑥
1: 𝑦 ≠ 𝑥

= 𝑑(𝑦, 𝑥) 
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3) 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) = {

0                 ∶ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧       

2 ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧): 𝑥 ≠ 𝑦 ∧ 𝑦 ≠ 𝑧

1 ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧): 𝑒𝑙𝑠𝑒                  
 

                                      ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧)  

,𝑋)تابع مسافة يسمى تابع المسافة المتقطع، ويسمى الفضاء المتري   𝑑ذا  إ 𝑑)  .المتقطع 

𝑓بفرض   (تابع والفضاء المتري الجزئي )مقصور  تعريف 12.2 ∈ 𝑌𝑋  مقصور  ن إ . تابع𝑓   على

𝐴 ⊆ 𝑋   هو التابع𝑌𝐴 ∋ 𝑓|𝐴 ≔ (𝑥 ∈  𝐴 ↦ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌).       

,𝑋)بفرض   𝑑)  فضاء متري وبفرض𝑌 ⊆ 𝑋   ان مقصور𝑑   على𝑌 × 𝑌   هو تابع مسافة. يسمى

(𝑌, 𝑑|𝑌)   فضاء متري جزئي من(𝑋, 𝑑).   

,𝑋)بفرض    ةخاصي   13.2 𝑑)   وبفرض  فضاء متري𝑓 ∈ 𝑋𝑌  متباين وليكن  تابع𝜌 ∈ ℝ𝑌×𝑌  

ف بالطريق ,𝜌(𝑥ة  الم عر  𝑦):= 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) . فإن  (𝑌, 𝜌)  متري.  فضاء 

 ∎                     تمرين.  : ت الإثبا

.tan  التقابلإن  مثال 14.2 ∈ ℝ̃
[−
𝜋

2
,+
𝜋

2
]

ضمن الخاصية السابقة سيساعد في بناء تابع مسافة على   

ℝ̃.   ليكن𝑑  على    المألوفهو تابع المسافةℝ  فإن المقصور  𝑑|
[−
𝜋

2
,+
𝜋

2
]×[−

𝜋

2
,+
𝜋

2
]

هو تابع مسافة   

−]على  
𝜋

2
, +

𝜋

2
,𝜌(𝑥  فإن تقابل  .tan  لأن و  . [ 𝑦) ≔ 𝑑(tan−1 𝑥 , tan−1 𝑦)   هو تابع مسافة

∞tan−1∓ . إن ℝ̃على   = ∓
𝜋

2
 : مثل  ويتحقق 

𝜌(−∞, 𝑏) = |−
𝜋

2
− tan−1 𝑏| =

𝜋

2
+ tan−1 𝑏   

𝜌(−∞,+∞) = |−
𝜋

2
−
𝜋

2
| = 𝜋  
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 ℝ̃  الم عطى هو القوس الأيمن للدائرة المثلثية ومستقره tan  إن منطلق  9رسم توضيحي 

 عليها. يتم بناء جيد لتابع مسافة  سيتم تعريف مجموعة من التوابع تحقق خواص معينة ثم س الآن 

مجموعة   𝑆بفرض   (𝓑(𝑿,𝒅)(𝑺)حدودة  قطر مجموعة ومجموعة التوابع الم)  تعريف 15.2

,𝑋)وبفرض   𝑑)  بالطريقة  التابع المحدود ف عر  ي   فضاء متري 

𝑓 محدود )   ∈ 𝑋𝑆) ⇔̇ (sup{𝑑(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)): (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 × 𝑆} < ∞)    

ℬ𝑋(𝑆)بـ   لمجموعة التوابع المحدودةوي رمز  ≔ {𝑓 ∈ 𝑋
𝑆: 𝐴  قطر مجموعة . {𝑓 محدود  ⊆ 𝑋 

,𝑋)المتري  ضمن الفضاء  𝑑)  بالطريقة  ف عر  وي   نقاطهابين   المسافات سوبريما   هو 

  diam𝐴 ≔ sup{𝑑(𝑎, 𝑏)| (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐴}  

ℬ𝑋(𝑆)  من تعرف قطر مجموعة أن  ينتج مباشرة   = {𝑓 ∈ 𝑋
𝑆| diam𝑓(𝑆) <   إن. {∞

 أن فالتعريف السابق يكافئ  ،ℝ̃  ينتمي إلى أي مجموعة حقيقية سوبريما 

  sup{𝑑(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))| (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 × 𝑆} ≠ +∞ 
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 المنحني الأحمر هو لتابع محدود اما الأزرق فالمسافات بين عناصر مجموعة قيمه تزداد نحو اللنهاية 10حي توضيرسم 

 بة لبناء تابع مسافة بين تابعين. مجموعة التوابع المحدودة هي البيئة المناس إن

 ف بالطريقة عر  الم   ∞𝑑التابع   إن تابع المسافة المنتظمة(ل)التعريف الجيد  ريةظن 16.2

   ℝ̃ℬ𝑋(𝑆)×ℬ𝑋(𝑆) ∋ 𝑑∞ ≔ ((𝑓, 𝑔) ↦ 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))| 𝑥 ∈ 𝑋}) 

 . ℬ𝑋(𝑆)هو تابع مسافة على  

,𝑑∞(𝑓  نإ  أي" ℝهو   ∞𝑑مستقر التابع   التعريف جيد حيث  ن . إالإثبات  𝑔) ≠ +∞ ∀(𝑓, 𝑔)"،  

𝑠0بفرض  لأنه  ∈ 𝑆  ن  ولأ𝑑  فإن تابع مسافة 

𝑑(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) ≤ 𝑑(𝑓(𝑠), 𝑓(𝑠0)) + 𝑑(𝑓(𝑠0), 𝑔(𝑠0)) + 𝑑(𝑔(𝑠0), 𝑔(𝑠))  

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ≤ diam𝑓(𝑆) + 𝑑(𝑓(𝑠0), 𝑔(𝑠0)) + diam𝑔(𝑆)  

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) < ∞ xi 

,𝑑(𝑓(𝑠)ع مسافة ومنه  ابت 𝑑  لأنالمتراجحة الأخيرة هي   𝑔(𝑠)) <       لأن  وأيضا   ،∞

(𝑓, 𝑔) ∈ ℬ𝑋(𝑆) × ℬ𝑋(𝑆)  ومنه  diam𝑓 < diam𝑔و  ∞ < ∞. 

∞𝑑  أن إثبات سيتم  الآن  ∈ ℝ
ℬ𝑋(𝑆)×ℬ𝑋(𝑆)  ،إنيحقق شروط تابع المسافة : 

 

xi  بفرض𝑎 ∈ ℂ إن .𝑎 < 𝑎يكافئ أن  ∞ ∈ ℝ  ويكافئ أن𝑎 ≠ +∞. 

Blue 

Red 
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1) 𝑑∞(𝑓, 𝑔) = 0 ⇔ sup{𝑑(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) ∶ 𝑠 ∈ 𝑆} = 0 

                               
𝑑≥0
⇔ ∀𝑠 ∈ 𝑆: 𝑓(𝑠) = 𝑔(𝑠) 

                               ⇔ 𝑓 = 𝑔 

2) 𝑑∞(𝑓, 𝑔) = sup{𝑑(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) ∶ 𝑠 ∈ 𝑆} 

                       = sup{𝑑(𝑔(𝑠), 𝑓(𝑠)) ∶ 𝑠 ∈ 𝑆} = 𝑑∞(𝑔, 𝑓)  

3) [
∀𝑠 ∈ 𝑆: 𝑑(𝑓(𝑠), ℎ(𝑠)) ≤ 𝑑(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) + 𝑑(𝑔(𝑠), ℎ(𝑠))

                        ≤ 𝑑∞(𝑓, 𝑔) + 𝑑∞(𝑔, ℎ)
] ⇒

                    sup{𝑑(𝑓(𝑠), ℎ(𝑠)): 𝑠 ∈ 𝑆} ≤ 𝑑∞(𝑓, 𝑔) + 𝑑∞(𝑔, ℎ) ⇒ 

                                                    𝑑∞(𝑓, 𝑔) ≤ 𝑑∞(𝑓, 𝑔) + 𝑑∞(𝑔, ℎ)  

 

                    ∎ 
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 الفضاءات المنظمة .3

تتم هنا دراسة حالة مهمة يكون فيها الفضاء المتري فضاء شعاعي ويكون تابع المسافة مولدا  يتابع  س

ن يكون صامد تجاه الانسحاب فعند سحب دائرة  ويتمتع بخواص مميزة كأ  منطلقه أبسط ي سمى النظيم

 قطرها..   عدة وحدات لن يتغير طول  ℝ2ي المألوف  المستوفي مثل 

  𝑉(𝐹)  يكونحقل  𝐹مجموعة وبفرض   𝑉بفرض   )الفضاء الشعاعي أو المتجهي(  تعريف 1.3

 عندما يتحقق  فضاء شعاعي 

∀(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼, 𝛽) ∈ 𝑉 × 𝑉 × 𝑉 × 𝐹 × 𝐹  

1') 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 

2') 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 

3') 𝑢 + 0𝑉 = 0𝑉 + 𝑢 = 𝑢 

4') 𝑢 + (−𝑢) = −𝑢 + 𝑢 = 0𝑉 

1) 1. 𝑢 = 𝑢 

2) (𝛼 + 𝛽). 𝑢 = 𝛼. 𝑢 + 𝛽. 𝑢 

3) 𝛼. (𝑢 + 𝑣) = 𝛼. 𝑢 + 𝛼. 𝑣 

4) 𝛼. (𝛽. 𝑢) = 𝛼𝛽. 𝑢 

,−,+,𝑉)' تكافئ أن  4'، 3'، 2'، 1الشروط  0𝑉)  تربط الحقل   4، 3، 2، 1هي زمرة. والشروط

𝐹   بالمجموعة𝑉 . 

د  امل مع الفضاء الشعاعي كجمع شعاعين وضرب عد من المهم الانتباه إلى عدة عمليات عند التع

اع وجمع عددين وضرب عددين بالإضافة لعمليات إضافية كطرح عددين وقسمة شعاع على  بشع

وحيادي   1ورمزه   𝐹وحيادي الضرب في   0ورمزه   𝐹هم تمييز حيادي الجمع في  عدد. ومن الم
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ويرمز بـ    ℂأو   ℝل مع الحقل  يتم التعامغالبا ما   .0𝑉وهو الشعاعي الصفري ورمزه   𝑉الجمع في  

𝕂 ∈
.
{ℝ, ℂ} . 

.‖يكون التابع    .فضاء شعاعي  𝑉(𝕂)بفرض   )الفضاء المنظم( تعريف 2.3 ‖ ∈ ℝ𝑉  على   نظيم

𝑉(𝕂)  عندما يتحقق : 

1) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0𝑉 

2) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

3) |𝛼|. ‖𝑥‖ = ‖𝛼. 𝑥‖ 

ن تابع طويلة عدد  أ و ، ة لعدد حقيقي هو نظيمن تابع القيمة المطلق أ يمكن ببساطة إثبات   مثال 3.3

محدد  لكن  ، يعبر عن شدة القوة هو نظيم  الذيوان تابع طول شعاع فيزيائي  ، هو نظيم عقدي 

 مصفوفة ليس نظيم لأنه توجد مصفوفة غير الصفرية محددها صفر. 

.‖  إن خاصيّة 4.3 ‖ ≥ 0. 

 إن  :الإثبات 

0 =
1
‖0𝑉  ‖  

    = ‖𝑥 + (−𝑥)‖  

    ≤
2
‖𝑥‖ + ‖−𝑥‖  

    =
3
‖𝑥‖ + |−1|‖𝑥‖  

    = 2‖𝑥‖ ⇒ ‖𝑥‖ ≥ 0   

        ∎  
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سيه نقطتين  كانت تحوي كل ضلع رأ إذاعة محدبة تكون المجمو  ℝ3أو   ℝ2فيزيائيا  ضمن الفضاء  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ي كافئ أن   [𝐴𝐵]إلى القطعة المستقيمة   𝑀نقطة  لنتماء اا منها،  ⃗⃗ = (1 − 𝑡)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ويكافئ أن   ⃗ 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑡𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (1 − 𝑡)𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ة ضمن  مجموعة المحدبيضمن تعميم مفهوم الالتعريف التالي  .⃗ 

   .فضاء شعاعي 

,𝑉(𝕂))بفرض   )المجموعة المحدبة( تعريف 5.3 ‖. 𝐶 فضاء منظم ولتكن   (‖ ⊆ 𝑉 فإن 

(𝐶 محدبة ) ⇔̇ (∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 × 𝐶: {𝑡. 𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦| 𝑡 ∈ [0,1]} ⊆ 𝐶)  

.𝑡}تسمى المجموعة   𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦|𝑡 ∈ ℝ}   مستقيما يمر بـ𝑥  و𝑦  وتسمى المجموعة .

{𝑡. 𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦| 𝑡 ∈  . 𝑦و  𝑥راسيه   ضلعا  {[0,1]

 

 محدبة Sوليس محتوى  فيها بينما  Mليست محدبة حيث يوجد ضلع راسيه من  Mان  11رسم توضيحي 

,𝑉(𝕂))بفرض    نظرية 6.3 ‖. 𝑈المجموعة   إن فضاء شعاعي  (‖ ≔ {𝑥 ∈ 𝑉| ‖𝑥‖ < 1}  

 . بة هي مجموعة محد 

,𝑎)ليكن  . الإثبات  𝑏) ∈ 𝑈 × 𝑈   وليكن𝑡 ∈ .𝑡ن  . سيتم إثبات أ [0,1] 𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 ∈ 𝑈 ،

   إن

‖𝑡. 𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏‖ ≤
2)

‖𝑡. 𝑎‖ + ‖(1 − 𝑡). 𝑏‖  

‖𝑡. 𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏‖ =
3)
|𝑡|. ‖𝑎‖ + |(1 − 𝑡)|. ‖𝑏‖  

                               <
𝑈 تعريف

|𝑡|. 1 + |(1 − 𝑡)|. 1  
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‖𝑡. 𝑎 + (1.  𝑡)𝑏‖ <
𝑡∈[0,1]

𝑡. 1 + (1 − 𝑡). 1 = 1 ⇒ 𝑡. 𝑎 + (1 − 𝑡). 𝑏 ∈ 𝑈  

 ومنه 

∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈 × 𝑈: {𝑡. 𝑎 + (1 − 𝑡). 𝑏| 𝑡 ∈ [0,1]} ⊆ 𝑈  

                    ∎ 

,𝑉(𝕂))بفرض   )المسافة المولدة بنظيم( نظرية 7.3 ‖. .‖النظيم   فإنفضاء منظم  (‖ ف  ي عر     ‖

,𝑑(𝑥تابع مسافة   𝑦) ≔ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

𝑑(𝑉جيد حيث  𝑑تعريف   إن  : الإثبات  × 𝑉) ⊆ ℝويتحقق . : 

1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ ‖𝑥 − 𝑦‖ = 0 ⇔ 𝑥 − 𝑦 = 0𝑉 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖−1(𝑦 − 𝑥)‖ = |−1|‖𝑦 − 𝑥‖ = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

3) 𝑑(𝑥, 𝑧) = ‖𝑥 − 𝑧‖ = ‖𝑥 − 𝑦 + 𝑦 − 𝑧‖ 

                                        ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑧‖ = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)  

                    ∎ 

.‖تابع المسافة المولد بالنظيم   𝑑ى  ويسم  ‖ . 

.)𝑑أي فضاء منظم هو فضاء متري ويتحقق   تيجة ن 8.3 , . ) ≔ ‖.−. ‖ .   
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 فضاءات الجداء الداخلي .4

قاد   ، أو استطاعتهاوالممثل لعمل قوة   مفهوم الجداء السلمي المألوف فيزيائيا  ل الرياضي  تعميم ال نإ

 ابعين باستخدام مفهوم التكامل. جديد لمتراجحة كوشي وتعريف جداء داخلي لت إثبات  إلى

.〉يكون التابع    .فضاء شعاعي  𝑉(𝕂)بفرض   لجداء الداخلي()ا تعريف 1.4 , . 〉 ∈ 𝕂𝑉×𝑉  جداء

 عندما يتحقق  𝑉(𝕂)على   داخلي

∀(𝑥1, 𝑥2, 𝑥, 𝑦, 𝜆) ∈ 𝑉 × 𝑉 × 𝑉 × 𝑉 × 𝕂:  

1) 〈𝜆𝑥1 + 𝑥2, 𝑦〉 = 𝜆〈𝑥1, 𝑦〉 + 〈𝑥2, 𝑦〉 

2) 〈𝑦, 𝑥〉 = 〈𝑥, 𝑦〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3) 𝑥 ≠ 0𝑉 ⇒ 〈𝑥, 𝑥〉 > 0 

 يكافئ في التعريف  ( 1الشرط  إن خاصية 2.4

1’) 
〈𝜆𝑥, 𝑦〉 = 𝜆〈𝑥, 𝑦〉 ∧                       
〈𝑥1 + 𝑥2, 𝑦〉 = 〈𝑥1, 𝑦〉 + 〈𝑥2, 𝑦〉

 

 : ( لأن’1 ⇔(  1ن إ :الإثبات 

⇒) 〈𝜆𝑥1 + 𝑥2, 𝑦〉 = 〈𝜆𝑥1, 𝑦〉 + 〈𝑥2, 𝑦〉 = 𝜆〈𝑥1, 𝑦〉 + 〈𝑥2, 𝑦〉 

 وَ 

⇐) 〈𝑥1 + 𝑥2, 𝑦〉 = 〈1𝑥1 + 𝑥2, 𝑦〉 = 1〈𝑥1, 𝑦〉 + 〈𝑥2, 𝑦〉 = 〈𝑥1, 𝑦〉 + 〈𝑥2, 𝑦〉 

0𝑉〉أن   إثبات  الآن سيتم  , 𝑦〉 =  ولإثبات ذلك إن   0

〈0𝑉 , 𝑦〉 = 〈1. 0𝑉 + 0𝑉 , 𝑦〉 = 1. 〈0𝑉 , 𝑦〉 + 〈0𝑉 , 𝑦〉 ⇒ 〈0𝑉 , 𝑦〉 = 2〈0𝑉 , 𝑦〉  

                                                                                       ⇒ 〈0𝑉 , 𝑦〉 = 0  

,𝜆𝑥〉ذا  إ 𝑦〉 = 〈𝜆𝑥 + 0𝑉 , 𝑦〉 = 𝜆〈𝑥, 𝑦〉 + 〈0𝑉 , 𝑦〉 = 𝜆〈𝑥, 𝑦〉.              ∎ 
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,𝑥〉إن   نتيجة  3.4 𝑦〉 ∈ ℂ   ولكن〈𝑥, 𝑥〉 ∈ ℝ. 

ℝلأن  الإثبات. ينتج من التعريف و  ⊆ ℂ    أن〈𝑥, 𝑦〉 ∈ ℂ.  فإن ( 3 بسبب و  〈𝑥, 𝑥〉 = 〈𝑥, 𝑥〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

𝑥لكل  ∈ 𝑉    ومنه〈𝑥, 𝑥〉 دوما   هو حقيقي  .               ∎ 

,𝑥〉إن   نتيجة  4.4 𝑥〉 = 0 ⇔ 𝑥 = 0V   لكل𝑥 ∈ 𝑉 . 

𝑃]القضية   إثبات يتم من وجهة نظر المنطق الرياضي   : الإثبات  ⇒ 𝑄]  بطريقة نقض الفرض  

[∼ (𝑃 ∧∼ 𝑄)]  بالقضية المكافئة   أو[∼ 𝑄 ⇒∼ 𝑃].  فإن ة الاستفادة من القضية الأخيرب و  

𝑥( في التعريف يكافئ  3الشرط  = 0 ⇐ 〈𝑥, 𝑥〉 ≯  ومنه  0

〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ⇒ 𝑥 = 0𝑉   

,𝑥〉  ويتم المطلوب لأن 0𝑉〉 = 0 = 〈0𝑉 , 𝑥〉.                 ∎ 

,𝑉)بفرض   )متراجحة كوشي شفارتز(  نظرية 5.4 〈. , .  ه فإنفضاء جداء داخلي  (〈

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉 × 𝑉: |〈𝑥, 𝑦〉| ≤ 〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ 〈𝑦, 𝑦〉1 2⁄    

 نه إ  .الإثبات  

∀𝜆 ∈ 𝕂: 0 ≤ 〈𝑥 + 𝜆𝑦, 𝑥 + 𝜆𝑦 〉 = 〈𝑥, 𝑥〉 + 𝜆�̅�〈𝑦, 𝑦〉 + 𝜆〈𝑦, 𝑥〉 + �̅�〈𝑥, 𝑦〉  

𝜆وبتعويض   ≔ −
   〈𝑥,𝑦〉〈𝑥,𝑥〉1 2⁄

|〈𝑥,𝑦〉|〈𝑦,𝑦〉1 2⁄
0"بشرط المقام    𝜆�̅�  لأنو"  ≠ = |𝜆|2   و〈𝑦, 𝑥〉 = 〈𝑥, 𝑦〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 ينتج 

  〈𝑥, 𝑥〉 +
〈𝑥,𝑥〉

〈𝑦,𝑦〉
〈𝑦, 𝑦〉 −

〈𝑥,𝑦〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〈𝑥,𝑦〉〈𝑥,𝑥〉1 2⁄

      |〈𝑥,𝑦〉|〈𝑦,𝑦〉1 2⁄
−
〈𝑥,𝑦〉〈𝑥,𝑦〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〈𝑥,𝑥〉1 2⁄

      |〈𝑥,𝑦〉|〈𝑦,𝑦〉1 2⁄
≥ 0 ⇒ 

          2〈𝑥, 𝑥〉 − 2
|〈𝑥,𝑦〉|〈𝑥,𝑥〉1 2⁄

            〈𝑦,𝑦〉1 2⁄
≥ 0

×〈𝑦,𝑦〉1 2⁄ 〈𝑥,𝑥〉1 2⁄⁄
⇒               

     〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ 〈𝑦, 𝑦〉1 2⁄ ≥ |〈𝑥, 𝑦〉|  
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 تبقى العلقة الأخيرة صحيحة لأن ام عندما ينعدم المق

〈𝑥, 𝑦〉 = 0 ⇒ 〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ 〈𝑦, 𝑦〉1 2⁄ ≥ |〈𝑥, 𝑦〉| = 0  

〈𝑦, 𝑦〉 = 0 ⇒ 𝑦 = 0𝑉 ⇒ 〈𝑥, 𝑥〉
1 2⁄ 〈𝑦, 𝑦〉1 2⁄ ≥ |〈𝑥, 𝑦〉| = |〈𝑥, 0𝑉〉| = 0  

                    ∎ 

|𝑟|النتيجة التالية هي التعميم لـ   = (𝑟. 𝑟)1 |𝑧|، ولـ  ℝفي   ⁄2 = (𝑧𝑧̅)1 ‖ �⃗�‖، ولـ  ℂفي   ⁄2 =

(�⃗� . �⃗� )1  فيزيائيا     المألوف الأشعةفي فضاء  ⁄2

,𝑉)بفرض   )النظيم المولد بالجداء الداخلي( نتيجة  6.4 〈. , . .〉  فإن فضاء جداء داخلي  (〈 , . 〉 

 ف النظيم عر   ي  

ℝ𝑉 ∋ ‖. ‖ ≔ (𝑥 ↦ 〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ )  

𝑥∀  لأنهالتعريف جيد   إن. الإثبات   ∈ 𝑉: 〈𝑥, 𝑥〉 ∈ ℝ+  ط التعريفوشر  إثبات  الآن سيتم : 

1) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ = 0 ⇔ 𝑥 = 0𝑉 

2) ‖𝑥 + 𝑦‖2 = 〈𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑥〉 + 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑦, 𝑥〉 + 〈𝑦, 𝑦〉 

                                                       = 〈𝑥, 𝑥〉 + 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑦〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 〈𝑦, 𝑦〉  

                                                       = 〈𝑥, 𝑥〉 + 2Re〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑦, 𝑦〉  

                                                       ≤ 〈𝑥, 𝑥〉 + 2|〈𝑥, 𝑦〉| + 〈𝑦, 𝑦〉  

                                                       ≤
𝑡ℎ.
〈𝑥, 𝑥〉 + 2〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ 〈𝑦, 𝑦〉1 2⁄ + 〈𝑦, 𝑦〉  

                                                       = (〈𝑥, 𝑥〉1 2⁄ + 〈𝑦, 𝑦〉1 2⁄ )
2
= (‖𝑥‖ + ‖𝑦‖)2  

𝑥‖√ومنه      + 𝑦‖2 ≤ √(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖)2   ومنه‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

3) ‖𝛼𝑥‖ = √〈𝛼𝑥, 𝛼𝑥〉 = √𝛼�̅�〈𝑥, 𝑥〉 = |𝛼|√〈𝑥, 𝑥〉 = |𝛼|‖𝑥‖ 



26 
 

                    ∎ 

 : كل فضاء جداء داخلي هو فضاء منظم ومتري، حيث  نتيجة  7.4

1) ‖𝑥‖ ≔ √〈𝑥, 𝑥〉  

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ ‖𝑥 − 𝑦‖ = √〈𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦〉. 

,𝑉)بفرض   (⊥ مدوالتعا ∥  الخطي رتباطال ) تعريف 8.4 〈. , . وليكن   فضاء جداء داخلي (〈

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉 × 𝑉  فإن : 

1) 𝑥 ∥ 𝑦 ⇔̇ ∃𝜆 ∈ 𝕂: 𝑥 = 𝜆𝑦  

2) 𝑥 ⊥ 𝑦 ⇔̇ 〈𝑥, 𝑦〉 = 0   
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 ضمن الفضاءات المترية  والاستمرار التقارب .5

   .ℝيتم تعميم العديد من التعاريف بدءا من الفضاء المتري المألوف  س

𝑛عندما   𝑎هي العدد الحقيقي   𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)تكون نهاية المتتالية الحقيقية   ℝعلى خط الأعداد   → ∞،  

فيزيائيا بتمثيل الحدود   .𝑎تسعى نحو العدد  تقترب في اللنهاية من بعضها وكانت حدود المتتالية  إذا

𝑎𝑛   والعدد𝑎  إلىعند النظر ه فإن ،كنقاط مادية على خط الأعداد  𝑎   التكبير   نسبة بمكبرة مهما كانت

ستحوي   𝜖قطرها   ونصف   𝑎أي حلقة مركزها   نإ ستتم رؤية حدود المتتالية بدءا من حد معين. أي 

ضاقت هذه   أصغر 𝜖كلما كان   أنه الطبيعي  .𝑛0ا من حد معين  جميع حدود المتتالية بدءخلهَا دا

بانه أيا    ،للتقارب على خط الأعداد   يمكن صياغة التعريف الدقيقكبر. أخيرا  أ 𝑛0وكان   أكثر الحلقة 

𝜖كان   > تكون   ،𝜖ق بـ  يتعل 𝑛0  ه يوجد دليلفإن  ،𝑎نصف قطر المجال المفتوح الذي مركزه    0

:𝑎𝑛}لية بعده  جميع حدود المتتا 𝑛 ≥ 𝑛0}    ضمن هذا المجال بجانب𝑎 أي . 

(𝑎𝑛
𝑛→∞
→   𝑎) ⇔̇ (∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ: {𝑎𝑛: 𝑛 ≥ 𝑛0} ⊆ ]𝑎 − 𝜖, 𝑎 + 𝜖[)  

 

المتتالية الأبسط والأهم   12 رسم توضيحي
1

𝑛
→ 0 

 لفضاءات المترية. ا إلىة المفتوحة سيتم التعميم لكرالتالي لتعريف البعد 

,𝑋)بفرض    )الكرة المفتوحة والكرة المغلقة( تعريف 1.5 𝑑) ف  . فضاء متري   الكرة المفتوحة ت عر 

𝑥التي مركزها   ∈ 𝑋    ونصف قطرها𝜖 > 𝑁(𝑥,𝜖)بالطريقة   0 ≔ {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝜖}  

𝐵(𝑥,𝑟)ريقة  بالط 𝑟ونصف قطرها   𝑥تي مركزها  ال الكرة المغلقة و ≔ {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑟} . 

𝐵(𝑥,0)  فإن وبشكل خاص  = {𝑥}.   ستمرار سيتم الاهتمام  الا و  ةالحديعند دراسة النقاط  لاحقا

𝑁(𝑥,𝜖)ويرمز بـ   بالكرة المفتوحة عدا مركزها
∗ ≔ 𝑁(𝑥,𝜖) − {𝑥} .   إن  طبعا 
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𝑦 ∈ 𝑁(𝑥,𝜖)
∗ ⇔ 0 < 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝜖  

وكل مجال مغلق    ،هو كرة مفتوحة محدود مفتوح وكل مجال ن إ  .ℝلمألوف  في الفضاء ا مثال 2.5

 لأن ومحدود هو كرة مغلقة 

𝑁(𝑥,𝜖) = {𝑦 ∈ ℝ: |𝑦 − 𝑥| < 𝜖} = {𝑦 ∈ ℝ:−𝜖 < 𝑦 − 𝑥 < 𝜖}  

                                                         = {𝑦 ∈ ℝ: 𝑥 − 𝜖 < 𝑦 < 𝑥 + 𝜖}  

                                                         = ]𝑥 − 𝜖, 𝑥 + 𝜖[  

𝑎ومنه وبفرض   ≔ 𝑥 − 𝜖  و𝑏 ≔ 𝑥 + 𝜖  فإن  ]𝑎, 𝑏[ = 𝑁
(
𝑏+𝑎

2
,
𝑏−𝑎

2
)

𝑎حيث    < 𝑏. 

,𝑎]  فإن وبنفس الخطوات  𝑏] = 𝐵
(
𝑏+𝑎

2
,
𝑏−𝑎

2
)

𝑎حيث    ≤ 𝑏. 

,𝑋)بفرض  )تقارب متتالية(  تعريف   3.5 𝑑)  لتكن المتتالية  و  ،متري فضاء(𝑥𝑛) ∈ 𝑋
ℕ،   وليكن

𝑥 ∈ 𝑋.   بالطريقة   ب التقاري عرف 

(𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥) ⇔̇ (∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ: {𝑥𝑛: 𝑛 ≥ 𝑛0} ⊆ 𝑁(𝑥,𝜖))  

 وهو يكافئ 

                  ⇔ ∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ: [𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑥𝑛 ∈ 𝑁(𝑥,𝜖)]  

                  ⇔ ∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ: [𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜖]  

,𝑋)بفرض    ة نتيج 4.5 𝑑)   ولتكن  فضاء متري(𝑥𝑛) ∈ 𝑋
ℕ   و𝑥𝑛 → 𝑥  فإن 

𝑥𝑛 → 𝑥 ⇔ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) → 0  

,𝑑(𝑥𝑛)  حقيقيةمتتالية تكافئ  𝑥ونهايتها   𝑋متقاربة في   𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)اذا  كل متتالية   𝑥))𝑛∈ℕ 

 متقاربة نحو الصفر. 
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متتالية في   (𝑥𝑛)لتكن   كولإثبات ذل . ء متريفي فضا وحيدةلكل متتالية متقاربة نهاية  إن  مثال 5.5

,𝑋)فضاء المتري  ال 𝑑)   وليكن𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥′  و𝑥𝑛

𝑛→∞
→   𝑥′′    لإثبات أن𝑥′ = 𝑥′′   إن 

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥′  ⇒  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥

′) → 0

𝑥𝑛
𝑛→∞
→   𝑥′′ ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥

′′) → 0
} ⇒ 0 ← 0 ≤ 𝑑(𝑥′, 𝑥′′)   

                                                                          ≤  𝑑(𝑥′, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥
′′) →  0 + 0  

                                                                          ⇒ 𝑑(𝑥′, 𝑥′′) → 0 ⇒ 𝑑(𝑥′, 𝑥′′) = 0  

,′𝑑(𝑥)  لأن المساواة الأخيرة  𝑥′′)) الية ثابتة. متت 

limبـ   𝑥المتقاربة نحو   (𝑥𝑛)يبرر ترميز المتتالية    سابقالمثال ال
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥. 

 لمتتالية توابع ضمن فضاء التوابع المحدودة. م تظ تعريف التقارب المن  الآنيمكن 

,𝑋)بفرض   )التقارب المنتظم والتقارب النقطي لتابع( تعريف 6.5 𝑑)   فضاء متري وبفرض𝑆  

فمجموعة   (𝑓𝑛)للمتتالية   التقارب المنتظم ي عر  ∈ (ℬ(𝑋,𝑑)(𝑆))
ℕ

𝑓نحو     ∈ ℬ(𝑋,𝑑)(𝑆)  

 بالطريقة 

lim
𝑛
𝑢𝑛𝑖
→  ∞ 

𝑓𝑛 = 𝑓 ⇔̇ 𝑓𝑛
𝑛→∞
→   

(ℬ𝑋(𝑆),𝑑∞)
𝑓  

                   ⇔̇ ∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ: [𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑∞(𝑓𝑛, 𝑓) < 𝜖]  

                   ⇔ ∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 = 𝑛𝜖 ∈ ℕ ∀𝑠 ∈ 𝑆: [𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑓𝑛(𝑠), 𝑓(𝑠)) < 𝜖]  

,𝑋)أي هو التقارب المألوف ضمن الفضاء المتري   𝑑∞)لمتتالية التوابع . ويعرف التقارب النقطي  

(𝑓𝑛) ∈ (𝑋
𝑆)ℕ   نحو𝑓 ∈ 𝑋𝑆   بالطريقة 

lim
𝑛→∞ 𝑝𝑛𝑡

𝑓𝑛 = 𝑓 ⇔̇ ∀𝑠 ∈ 𝑋: 𝑓𝑛(𝑠)
𝑛→∞
→   
(𝑋,𝑑)

𝑓(𝑠)  
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            ⇔̇ ∀𝑠 ∈ 𝑋 ∀𝜖 > 0∃𝑛0 ∈ ℕ: [𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑓𝑛(𝑠), 𝑓(𝑠)) < 𝜖]  

            ⇔ ∀𝜖 > 0 ∀𝑠 ∈ 𝑋 ∃𝑛0 = 𝑛(𝑠,𝜖) ∈ ℕ: [𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)) < 𝜖]  

 تمرار تابع. توجد عدة تعاريف متكافئة لاس

𝜹عريف المتري  )الت تعريف 7.5 − 𝝐  رض  بف ( لستمرار تابع𝑓 ∈ (𝑌, 𝜌)(𝑋,𝑑)  فإن 

𝑓 مستمر  ⇔̇ ∀𝜖 > 0 ∃𝛿 > 0: 𝑓(𝑁(𝑥,𝛿)
∗ ) ⊆ 𝑁(𝑓(𝑥),𝜖)  
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 المجموعات المفتوحة والمغلقة متريا   .6

,𝑋)بفرض   ( متريا  والمجموعة المغلقة    �̅�و  ′𝑨)  عريفت 1.6 𝑑)   فضاء متري ولتكن𝐴 ⊆ 𝑋  

𝑥ولتكن   ∈ 𝑋   بالطريقة  النقطة الحدية  ف ت عر 

  𝐴   نقطة  حدية  لـ 𝑥 ⇔̇ 𝑥 ∈ 𝐴′ ⇔̇ ∀𝜖 > 0:𝑁(𝑥,𝜖)
∗ ∩ 𝐴 ≠ ∅  

 بالطريقة  طة الغ لقية النقوتعرف 

  𝐴   نقطة  غ لقية  لـ 𝑥 ⇔̇ 𝑥 ∈ �̅� ⇔̇ ∀𝜖 > 0:𝑁(𝑥,𝜖) ∩ 𝐴 ≠ ∅  

 بالطريقة   xii  المجموعة المغلقةوتعرف 

(𝐴 مغلقة ) ⇔̇ 𝐴 ∈ 𝒯 ĉ ⇔̇ 𝐴 = �̅�  

�̅�  إن نتيجة  2.6 = 𝐴 ∪ 𝐴′  و𝐴 ⊆ �̅� . 

 لمجموعة قيمها.  غ لقية نهاية متتالية متقاربة هي نقطة   خاصية 3.6

,ℝ)في الفضاء المألوف   مثال 4.6 |. 𝐴  المجموعة بفرض  (| ≔ {(−1)𝑛 +
1

𝑛
| 𝑛 ∈ ℕ} فإن  

𝐴′ = �̅�منه  و {1+,1−} = 𝐴 ∪ 𝐼. وبفرض  {±1} ≔ ′𝐼  فإن ]3,5] = [3,5] = 𝐼 عا   طب . ̅

′ℝإن   = ℝ = ℝ̅.   

,𝑋)بفرض    خاصية 5.6 𝑑)  ن فضاء متري إ 

𝑐 ∈ 𝑁(𝑏,𝜖) ∧ 𝑏 ∈ 𝑁(𝑎,𝜖) ⇒ 𝑐 ∈ 𝑁(𝑎,2𝜖)  

 

xii  يم معظم التعاريف تعمالمتري. سيتم  والذي هو تعميم للفضاء" رابعة ، سنة2"مقرر تبولوجيا تعريف الفضاء الطوبولوجي عند

 لفضاء الطوبولوجي متريا .ريف عندما يكون اتكافؤ تلك التعا كل مختلف ولكن ي ثبتبشالمتراصة كالمجموعة المغلقة والمفتوحة و
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 هو نتيجة مباشرة لمتراجحة المثلث وتعريف الكرة المفتوحة حيث  :الإثبات 

𝑐 ∈ 𝑁(𝑏,𝜖) ∧ 𝑏 ∈ 𝑁(𝑎,𝜖) ⇒ 𝑑(𝑐, 𝑏) < 𝜖 ∧ 𝑑(𝑏, 𝑎) < 𝜖  

                                            ⇒ 𝑑(𝑐, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑐, 𝑏) + 𝑑(𝑏, 𝑎) < 2𝜖 ⇒ 𝑐 ∈ 𝑁(𝑎,2𝜖)  

                    ∎ 

,𝑋)بفرض  )خواص الغلُاقة(  نظرية 6.6 𝑑)   فضاء متري، ولتكن𝐴 ⊆ 𝑋   و𝐵 ⊆ 𝑋 فإن : 

1) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ �̅� ⊆ �̅� 

   �̅� مجموعة  مغلقة  (2

3) �̅� = min{𝐹 ∈ 2𝑋: 𝐹 ⊇ 𝐴 ∧  {𝐹 مغلقة 

 :الإثبات 

𝐴رض  بف( 1 ⊆ 𝐵  بات ان  سيتم اث[𝑥 ∈ �̅� ⇒ 𝑥 ∈ �̅�]  إن 

𝑥 ∈ �̅� ⇒ ∀𝜖 > 0:𝑁(𝑥,𝜖) ∩ 𝐴 ≠ ∅  

            
𝐴⊆𝐵
⇒  ∀𝜖 > 0:𝑁(𝑥,𝜖) ∩ 𝐵 ≠ ∅ ⇒ 𝑥 ∈ �̅�  

�̅̅�  أن  إثبات ( سيتم 2  = �̅� : ⊇(  لقتها ومنه  في غ أي مجموعة محتواة(�̅�) ⊆ (�̅�)̅̅ ̅̅̅ . 

𝑥]  أن  إثبات سيتم  )⊇     ∈ �̅̅� ⇒ 𝑥 ∈ �̅�] اصية  الاستفادة من الخب

 حيث  السابقة 

𝑥 ∈ �̅̅� ⇒ ∀𝜖 > 0:𝑁(𝑥,𝜖) ∩ �̅� ≠ ∅  

            ⇒ ∀𝜖 > 0 ∃𝑦 ∈ �̅�: 𝑦 ∈ 𝑁(𝑥,𝜖)  

            ⇒ ∀𝜖 > 0 ∃𝑦 ∈ �̅� ∃𝑧 ∈ 𝐴: 𝑦 ∈ 𝑁(𝑥,𝜖) ∧ 𝑧 ∈ 𝑁(𝑦,𝜖)  
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            ⇒ ∀𝜖 > 0 ∃𝑧 ∈ 𝐴: 𝑧 ∈ 𝑁(𝑥,2𝜖) ⇒ 𝑥 ∈ �̅�  

ℱوبترميز  ة ترتيب ع الاحتواء كعلقهنا تم التعامل م ( 3 ≔ {𝐹 ∈ 2𝑋| 𝐹 ⊇ 𝐴 ∧  {𝐹 مغلقة 

�̅�]  إن سيتم إثبات  ∈ ℱ]   وانه[∀𝐹 ∈ ℱ: 𝐹 ⊇ �̅�]  :ولإثبات ذلك إن 

�̅� مغلقة  (1 ∧ �̅� ⊇ 𝐴 ⇒ �̅� ∈ ℱ 

2) 𝐹 ∈ ℱ ⇒ 𝐹 مغلقة  ⊇ 𝐴 ⇒ �̅� مغلقة  ⊇ �̅� ⇒  𝐹 = �̅� ⊇ �̅� 

                    ∎ 

,𝑋)ض  بفر  (متريا    وحة والمجموعة المفت °𝑨الداخل  ) تعريف 7.6 𝑑)    فضاء متري ولتكن𝐴 ⊆

𝑋   وليكن𝑥 ∈ 𝑋 بالطريقة   داخل مجموعة يعرف 

(𝐴 نقطة  داخلية لـ 𝑥) ⇔̇ (𝑥 ∈ 𝐴°) ⇔̇ (∃𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) ⊆ 𝐴)  

ف   بالطريقة  المجموعة المفتوحة  وت عر 

(𝐴 مفتوحة ) ⇔̇ 𝐴 ∈ 𝒯 ⇔̇ 𝐴 = 𝐴°  

 

,𝑋)ضمن الفضاء المتري   𝑈ـ  نقطة داخلية ل 𝑦 13رسم توضيحي  𝑑). 

°𝐴  نتيجة  8.6 ⊆ 𝐴 

 كل كرة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة.  نظرية 9.6
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,𝑋)بفرض   :الاثبات  𝑑)   فضاء متري ولتكن𝑁𝑥(𝜖) حيث   كرة مفتوحة(𝑥, 𝜖) ∈ 𝑋 × ℝ+∗  

𝑁(𝑥,𝜖)إثبات أن   المطلوب  = 𝑁(𝑥,𝜖)
𝑁(𝑥,𝜖)، إن  ∘ ⊇ 𝑁(𝑥,𝜖)

𝑦يكن  والآن ل ∘ ∈ 𝑁(𝑥,𝜖)   سيتم

𝛿. بفرض  𝑁(𝑥,𝜖)ومحتواة في   𝑦البحث عن كرة مفتوحة مركزها   ≔ 𝜖 − 𝑑(𝑥, 𝑦)  فإن 

𝑧 ∈ 𝑁(𝑦,𝛿) ⇒ 𝑑(𝑧, 𝑦) < 𝛿 = 𝜖 − 𝑑(𝑥, 𝑦)  

                    ⇒ 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝜖 ⇒ 𝑧 ∈ 𝑁(𝑥,𝜖)  

𝑁(𝑦,𝛿)ومنه    ⊆ 𝑁(𝑥,𝜖).                 ∎ 

 

 أي نقطة ضمن أي كرة مفتوحة هي داخلية  14رسم توضيحي 

,𝑋)بفرض   )خواص الداخل( نظرية 10.6 𝑑)   فضاء متري ولتكن𝐴 ⊆ 𝑋  و𝐵 ⊆ 𝑋  ان : 

1) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝐴° ⊆ 𝐵° 

 °𝐴 مفتوحة  (2

3) 𝐴° = max{𝑈 ∈ 2𝑋: 𝑈 مفتوحة  ∧ 𝑈 ⊆ 𝐴} 

𝐴بفرض  ( 1 :الإثبات  ⊆ 𝐵  أنسيتم إثبات  [𝑥 ∈ 𝐴° ⇒ 𝑥 ∈ 𝐵°] 

𝑥 ∈ 𝐴° ⇒ ∃𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) ⊆ 𝐴 ⊆
𝐴⊆𝐵

𝐵 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐵°  

°𝐴]  أن إثبات سيتم ( 2  = 𝐴°
°
داخل أي مجموعة محتوى    لأن( يتم المطلوب ⊇  : [

𝑥]  أن  إثبات سيتم ( ⊆      . فيها ∈ 𝐴° ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴°
°
] 

𝑥 ∈ 𝐴° ⇒ ∃𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) ⊆ 𝐴  
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              ⇒ ∃𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) = (𝑁(𝑥,𝛿))
°
⊆ 𝐴° ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴°

°
  

 . المساواة الأخيرة بسبب النظرية السابقة 

°𝐴  أن  إثبات ( المطلوب 3   ∈ 𝒰  و[∀𝑈 ∈ 𝒰:𝑈 ⊆ 𝐴°]: 

°𝐴 مفتوحة  (1 ∧ 𝐴° ⊆ 𝐴 ⇒ 𝐴° ∈ 𝒰 

2) 𝑈 ∈ 𝒰 ⇒ 𝑈 مفتوحة  ⊆ 𝐴 ⇒ 𝑈 = 𝑈° ⊆ 𝐴° 

                    ∎ 

 بعيدا  عن تابع المسافة..   فضاءفي  طوبولوجيا  النظرية التالية تمهد لملمح العمل 

,𝑋)بفرض   )المفتوحة والمغلقة(  نظرية 11.6 𝑑)   فضاء متري ولتكن𝐴 ⊆ 𝑋  ان : 

1) 𝐴°
𝑐
= 𝐴𝑐̅̅ ̅ 

𝐴 مفتوحة  (2 ⇔  𝐴𝑐 مغلقة 

𝐴]ريف وبسبب الخاصية  رة من التعاينتج مباش الإثبات ( 1 :الإثبات  ⊆ 𝐵 ⇔ 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 = ∅]   

𝑥 ∈ 𝐴°
𝑐
⇔ 𝑥 ∉ 𝐴° ⇔ ~(∃𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) ⊆ 𝐴)  

                                  ⇔ ∀𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) ⊈ 𝐴  

                                  ⇔ ∀𝛿 > 0:𝑁(𝑥,𝛿) ∩ 𝐴
𝑐 ≠ ∅ ⇔ 𝑥 ∈ 𝐴𝑐̅̅ ̅  

 إن ( 2

𝐴 مفتوحة  ⇔ 𝐴 = 𝐴° ⇔ 𝐴𝑐 = 𝐴°
𝑐
= 𝐴𝑐̅̅ ̅ ⇔   𝐴𝑐 مغلقة 

                    ∎ 

,𝑋)بفرض  ( متريا   المغلقات  ع)اجتماع المفتوحات وتقاط نظرية 12.6 𝑑)  ه فإنفضاء متري : 
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1) ∀𝒰 ⊆ 2𝑋: 𝒰 ⊆ 𝒯 ⇒ ⋃𝒰 ∈ 𝒯 "أي اجتماع لمفتوحات هو مفتوحة" 

2) {𝑈𝑖}𝑖≤𝑛 ⊆ 𝒯 ⇒ ⋂ 𝑈𝑖
𝑛
𝑖=1 ∈ 𝒯  " المنتهي لمفتوحات هو مفتوحة التقاطع " 

1') ∀ℱ ⊆ 2𝑋: ℱ ⊆ 𝒯𝑐̂ ⇒ ⋂ℱ ∈ 𝒯𝑐̂ "أي تقاطع لمغلقات هو مغلقة" 

2') {𝐹𝑖}𝑖≤𝑛 ⊆ 𝒯
𝑐̂ ⇒ ⋃ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 ∈ 𝒯𝑐̂ " لمغلقات هو مغلقةمنتهي الاجتماع ال " 

𝒰( لتكن  1 :الإثبات  ⊆ 2𝑋   جماعة مفتوحات في𝑋 أن  إثبات طلوب الم  ⋃𝒰 = (⋃𝒰)° . إن  

⋃𝒰 ⊇ (⋃𝒰)°   سيتم إذا  اثبات أن[𝑥 ∈ ⋃𝒰 ⇒ (⋃𝒰)°] 

𝑥 ∈ ⋃𝒰 ⇒ ∃𝑈 ∈ 𝒯: 𝑥 ∈ 𝑈 = 𝑈°  

                 ⇒ ∃𝛿 > 0:𝑁𝑥(𝛿) ⊆ 𝑈 ⊆ ⋃𝒰 ⇒ 𝑥 ∈ (⋃𝒰)
°  

 إن ( 2 

𝑥 ∈ ⋂ 𝑈𝑖
𝑛
𝑖=1 ⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 = 𝑈𝑖

°  

                       ⇒ ∀𝑖 ∃𝛿𝑖 > 0:𝑁𝑥(𝛿𝑖) ⊆ 𝑈𝑖  

                       ⇒ ∀𝑖 ∃𝛿 ≔ min
𝑖∈{1,…,𝑛}

𝛿𝑖 > 0:𝑁𝑥(𝛿) ⊆ 𝑁𝑥(𝛿𝑖) ⊆ 𝑈𝑖  

                       ⇒ ∀𝑖 ∃𝛿 > 0:𝑁𝑥(𝛿) ⊆ 𝑈𝑖 ⇒ ∃𝛿 > 0:𝑁𝑥(𝛿) ⊆ ⋂ 𝑈𝑖
𝑛
𝑖=1   

 ومن النظرية السابقة بدءا  من قوانين دومورغان   1شرة  من نتج مبا'( ي1  

ℱ ⊆ Γ ⇒ {𝐹𝑐: 𝐹 ∈ ℱ} ⊆ 𝒯  

             ⇒ (⋂𝐹)𝑐 = ⋃{𝐹𝑐: 𝐹 ∈ ℱ} ∈ 𝒯  

             ⇒ ⋂𝐹 ∈ 𝒯𝑐̂  

 '( تمرين. 2 

                    ∎ 
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